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Cette the`se est consacre´e a` l’e´tude a` l’e´quilibre et hors e´quilibre des syste`mes avec
interactions a` longue porte´e : nous allons chercher a` mettre en e´vidence et exploiter
l’universalite´ des comportements physiques induits par la pre´sence d’interactions a`
longue porte´e. Cette notion de longue porte´e est assez vague, et son emploi dans
la litte´rature recouvre des situations tre`s diffe´rentes. Nous commenc¸ons donc ici par
de´finir plus pre´cise´ment ce que nous entendons par la`.
Qu’appellera-t-on “longue porte´e” ?
Conside´rons un syste`me macroscopique, et imaginons qu’on le se´pare en deux.
L’e´nergie du syste`me total est alors e´gale a` la somme des e´nergies de chaque par-
tie, plus l’e´nergie d’interaction entre les deux parties. Cette e´nergie d’interface est
proportionnelle, lorsque les interactions au sein du syste`me sont a` courte porte´e, a`
la surface de contact entre les deux parties : pour un syste`me macroscopique, elle
sera donc ne´gligeable devant les e´nergies volumiques. On voit bien cependant que ce
raisonnement n’est plus valable si les interactions sont a` suffisamment longue porte´e.
Conside´rons par exemple un mode`le d’Ising comportant N spins, avec interactions de
porte´e infinie (inde´pendante de la distance); le Hamiltonien est :
H = −J
∑
i6=j
SiSj . (1)
Lorsque tous les spins sont oriente´s positivement, l’e´nergie totale est E = −JN(N−1);
se´parons maintenant le syste`me en deux sous-syste`mes contenant chacun N ′ = N/2
spins. Chaque sous-syste`me, lorsqu’il est pris isole´ment de l’autre, a une e´nergie
E ′ = −JN(N − 2)/4 : on constate que E 6= 2E ′. Remarquons aussi que l’emploi
d’une constante de couplage J/N renormalise´e par le nombre de spins, comme il est
d’usage pour ces mode`les de type champ moyen, a pour effet de fournir des e´nergies
d’ordre N , mais ne soigne pas le de´faut d’additivite´. On prendra dore´navant le crite`re
de non additivite´ suivant comme de´finition de la “longue porte´e” :
Un syste`me macroscopique sera dit “avec interactions a` longue porte´e” si
on ne peut pas exprimer son e´nergie comme somme des e´nergies de sous
syste`mes macroscopiques inde´pendants.
Avec cette de´finition, une interaction entre particules de´croissant en loi de puis-
sance avec la distance, comme 1/rα, est “a` longue porte´e” de`s que l’exposant α est
plus petit que D, la dimension spatiale du syste`me (voir appendice A). Ceci inclut par
exemple la gravitation et exclut les interactions de Van der Waals. Ce crite`re ne cor-
respond pas a` la terminologie des phe´nome`nes critiques, selon laquelle sont “a` longue
porte´e” les potentiels tels que α < D+ 2− η, η e´tant un exposant critique de´pendant
du syste`me, mais en ge´ne´ral faible, si bien que le domaine de “longue porte´e” de la
communaute´ des phe´nome`nes critiques est plus e´tendu que celui conside´re´ dans cette
the`se. Nos interactions a` longue porte´e sont ainsi parfois appele´es “interactions non
inte´grables” dans la litte´rature [110].
6 INTRODUCTION
Des exemples physiques
Les interactions a` longue porte´e, telles qu’on vient de les de´finir, ne sont pas des
curiosite´s mathe´matiques, et se rencontrent en fait dans un assez grand nombre de
syste`mes physiques. On peut donner bien suˆr comme premier exemple les syste`mes
en interaction gravitationnelle pour lesquels le potentiel est attractif et de´croˆıt avec la
distance comme 1/r. Ils ont e´videmment e´te´ e´tudie´s depuis longtemps dans le contexte
astrophysique : Padmanabhan fait par exemple dans [94] une revue des concepts et
re´sultats de la me´canique statistique des syste`mes auto-gravitants. Nous reviendrons
plus en de´tail par la suite sur ce sujet.
Un autre exemple, moins imme´diat, est donne´ par la me´canique des fluides bidimen-
sionnels. En effet, l’e´nergie du syste`me apparaˆıt dans ce cas comme une e´nergie
d’interaction entre vortex, et cette interaction est a` longue porte´e : par exemple,
V (r) est proportionnel a` ln r pour un domaine infini. La turbulence bidimension-
nelle est donc une application importante de la the´orie des syste`mes avec interactions
a` longue porte´e, d’autant plus importante qu’il faut inclure dans cette cate´gorie les
flots ge´ophysiques, rendus quasi bidimensionnels par la rotation des plane`tes. No-
tons une diffe´rence cependant avec les syste`mes gravitationnels : les e´quations de la
me´canique des fluides sont continues (bien qu’une approche consiste a` les discre´tiser
et a` conside´rer un syste`me de points vortex), alors que les syste`mes auto-gravitants
sont intrinse`quement particulaires (bien que dans certaines conditions, ils soient tre`s
bien de´crits par les e´quations continues de Vlasov-Poisson, voir chapitre 5).
On pourrait penser qu’il est possible d’ajouter a` ces deux exemples les syste`mes en
interaction coulombienne. En fait, l’interaction est e´crante´e pour les syste`mes neutres,
si bien qu’ils restent additifs; les me´thodes et re´sultats que nous allons de´crire ne peu-
vent donc s’y appliquer; nous reviendrons sur ce proble`me par la suite. La physique
des plasmas fournit ne´anmoins beaucoup d’exemples de syste`mes non additifs, a` partir
d’une description effective du syste`me. Plus pre´cise´ment, meˆme si l’e´quilibre statis-
tique global d’un syste`me est additif, il est possible qu’il soit pertinent (pour certaines
conditions expe´rimentales, ou e´chelles de temps) de ne conside´rer l’e´quilibre statistique
que d’une partie des degre´s de liberte´ du syste`me. Cette description effective est alors
parfois non additive : il en est ainsi de la mode´lisation de l’interaction de filaments
de courant par des mode`les de points vortex [79], proches donc de la turbulence bidi-
mensionnelle, ou encore de la description d’un plasma par l’interaction entre ondes de
Langmuir et particules re´sonantes avec ces ondes [5] : dans ce cas, l’onde, degre´ de
liberte´ global pour le syste`me, couple entre elles des parties e´loigne´es du syste`me, et
cre´e ainsi la non additivite´, bien que les interactions de particule a` particule puissent
eˆtre ne´gligeables.
Ce dernier exemple permet d’ajouter toute une classe de mode`les susceptibles de
be´ne´ficier de l’e´tude ge´ne´rale des syste`mes non additifs : ceux qui mettent en jeu
le couplage entre ondes et particules; l’interaction a` longue porte´e effective est alors
transmise par l’onde (ou les ondes), variable globale. Nous de´velopperons ce point de
vue a` la partie III, en e´tudiant un mode`le de laser a` e´lectrons libres.
On s’aperc¸oit donc que la de´finition de la longue porte´e par la non additivite´ conduit
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a` e´carter certains syste`mes (coulombiens par exemple), mais e´largit les possibilite´s
d’application de l’e´tude a` toute une classe de nouveaux proble`mes, qui pre´sentent
tous des structures a` grande e´chelle (onde, gros vortex par exemple). Cerner plus
pre´cise´ment le type de syste`mes que nous pouvons appeler, selon la de´finition ci-
dessus, “avec interactions a` longue porte´e” n’est pas une taˆche facile; c’est aussi l’un
des objectifs de ce travail.
Universalite´ des comportements et des me´thodes ?
La non additivite´ est a` l’origine pour ces syste`mes de comportements inhabituels,
tant en ce qui concerne leur thermodynamique a` l’e´quilibre que leurs proprie´te´s de
relaxation et leur dynamique hors e´quilibre. Ainsi, la se´paration de phases au sens
habituel est impossible, et ceci remet en question par exemple l’e´quivalence entre
les ensembles statistiques canonique et microcanonique. De meˆme, la dynamique est
ne´cessairement cohe´rente a` l’e´chelle du syste`me entier, ce qui modifie la perception
habituelle de la relaxation vers l’e´quilibre. Ces diffe´rents aspects ont bien suˆr de´ja`
e´te´ e´tudie´s en de´tail dans chaque domaine particulier : les syste`me auto-gravitants
(voir [94] pour une revue), la turbulence bidimensionnelle (voir par exemple [36]),
la physique des plasmas (voir par exemple [50])... Cependant, ce n’est que plus
re´cemment, semble-t-il, que des travaux cherchent a` mettre en e´vidence une possible
universalite´ des comportements pour ces syste`mes avec interactions a` longue porte´e.
En ce qui concerne la me´canique statistique d’e´quilibre et ses anomalies, on peut citer
ici le travail pre´curseur de Hertel et Thirring, sur un mode`le jouet [60]; la similarite´
des me´thodes de re´solution des diffe´rents mode`les a e´te´ exploite´e par exemple dans les
travaux de Spohn et al. [52, 89], et Kiessling et al. [75, 76, 77]. En ce qui concerne
la dynamique, Chavanis, Sommeria et Robert [33, 34, 36] ont de´veloppe´ les analogies
entre turbulence bidimensionnelle et syste`mes auto-gravitants, en se fondant sur la
proximite´ formelle entre les e´quations d’Euler et de Vlasov. C’est un petit peu dans
l’esprit de ces travaux que nous avons essaye´ de travailler au cours de cette the`se, avec
l’ide´e de poursuivre jusqu’a` ses limites ce processus de ge´ne´ralisation.
Une telle de´marche pre´sente un inte´reˆt du point de vue fondamental bien suˆr; mais
surtout, une meilleure compre´hension de l’universalite´ des comportements, son origine
et ses limites, peut stimuler le transfert de concepts et me´thodes entre les diffe´rents
domaines concerne´s par les interactions a` longue porte´e. Une telle approche peut aussi
permettre de mettre en e´vidence de nouveaux domaines d’application.
Me´thodologie et plan de la the`se
Nous proposons donc dans cette the`se d’essayer de comprendre l’e´tendue, et les
limites, de l’universalite´ des comportements des syste`mes non additifs. Notre but
est d’identifier des me´thodes et d’obtenir des re´sultats ge´ne´raux qui pourront eˆtre
transfe´re´s aux diffe´rents domaines d’application. Pour cela, nous partons de mode`les
simples, sur lesquels les calculs analytiques peuvent eˆtre pousse´s tre`s loin, et les simu-
lations nume´riques sont faciles. Ils permettent donc de tester commode´ment ide´es et
me´thodes. Notre e´tude se divise en deux grandes parties : la me´canique statistique a`
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l’e´quilibre d’une part, et la dynamique, et me´canique statistique, hors e´quilibre d’autre
part. Nous chercherons et mettrons en e´vidence dans chaque cas, a` partir de l’e´tude
des mode`les jouets, un concept unificateur : ce sera la the´orie de champ moyen (en un
sens e´largi) pour l’e´tude a` l’e´quilibre, et l’e´quation de Vlasov, avec ses succe`s et ses
limites, dans le cas de la dynamique hors e´quilibre.
La partie I est donc consacre´e a` la me´canique statistique a` l’e´quilibre des syste`mes
avec interactions a` longue porte´e. Nous donnons d’abord un exemple de mode`le jouet
simple, exactement soluble, qui met en e´vidence certains comportements caracte´ris-
tiques : chaleur spe´cifique ne´gative, ine´quivalence d’ensembles par exemple. Puis
nous passerons du particulier au ge´ne´ral, en introduisant une me´thode puissante de
re´solution pour la me´canique statistique des interactions a` longue porte´e, et en pro-
posant une classification des types de transitions de phases possibles, et des situations
inhabituelles associe´es. En ce qui concerne l’e´quilibre, l’approche par mode`les jouets
a pu donc eˆtre mene´e jusqu’a` son terme. A` la partie II nous nous inte´ressons a` la
dynamique et me´canique statistique hors e´quilibre de ces syste`mes : nous pourrons
dans ce cas aussi proposer des conclusions ge´ne´rales a` partir de l’e´tude de mode`les jou-
ets, bien que ce soit plus difficile. Nous appliquons ensuite ces re´sultats, a` l’e´quilibre
et hors e´quilibre, a` un mode`le de laser a` e´lectrons libres plus proche de la re´alite´
expe´rimentale (partie III) : c’est la` un exemple de retour vers les applications; notre
e´tude ge´ne´rale pre´alable permettra alors l’utilisation de me´thodes statistiques dans un
contexte nouveau.
Part I
Me´canique statistique a` l’e´quilibre
9
Introduction
Lorsque les interactions sont a` longue porte´e, avec la de´finition donne´e en introduction,
les syste`mes concerne´s sont tre`s spe´ciaux du point de vue thermodynamique. En effet,
l’e´nergie n’est pas additive et, de ce fait, beaucoup de re´sultats habituels de me´canique
statistique et de thermodynamique ne sont plus valables.
e
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Figure 1: Sche´ma d’une entropie non concave dans le cas d’un syste`me additif : pour
une e´nergie e0, il y aura se´paration de phases.
Donnons un exemple. Le mode`le le plus simple avec interactions a` longue porte´e
est sans doute le mode`le d’Ising champ moyen, avec pour Hamiltonien (les Si sont des
spins qui valent +1 ou −1) :
H = − J
N
N∑
i,j=1
SiSj . (2)
La constante de couplage J est renormalise´e par un facteur bien choisi de´pendant de N
(ici simplement N), de fac¸on a` ce que le syste`me se comporte de manie`re extensive : son
e´nergie totale est proportionnelle a` N . Sans cet artifice, la limite thermodynamique
n’existe pas au sens habituel, et il faut recourir a` d’autres limites pour e´tudier les
grands syste`mes (voir chapitre 2).
Ne´anmoins, meˆme lorsque l’interaction est renormalise´e de telle sorte que le syste`me
10
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soit rendu (pseudo-)extensif, il reste non additif; une conse´quence importante est
qu’il ne peut pas se se´parer en deux phases. En effet, le raisonnement justifiant la
se´paration de phases est en ge´ne´ral le suivant. Imaginons un syste`me dont l’entropie
en fonction de l’e´nergie S(e) n’est pas concave (voir figure 1), et conside´rons une
e´nergie e0 situe´e sous la double tangente. Si e1 et e2 sont les points d’appui de la
double tangente, on a e0 = xe1 + (1 − x)e2, avec x ∈]0, 1[. Divisons le syste`me
en deux phases, d’e´nergie e1 et e2, avec des proportions x et 1 − x; l’entropie du
syste`me ainsi divise´ est xS(e1) + (1 − x)S(e2) > S(e0) : cette division est donc fa-
vorable. E´videmment, cet argument repose entie`rement sur l’additivite´. De meˆme, la
de´monstration courante de l’e´quivalence de l’ensemble microcanonique avec l’ensemble
canonique (ou ses ge´ne´ralisations) n’est plus valable. Dans ce contexte, et en pensant
aux situations ou` le sens physique d’un e´ventuel thermostat est loin d’eˆtre e´vident
(astrophysique, turbulence 2D...), il est tentant de revenir a` la me´canique statistique
microcanonique. Or celle ci re´serve bien des surprises : la chaleur spe´cifique peut eˆtre
ne´gative, la tempe´rature en fonction de l’e´nergie peut eˆtre discontinue... L’existence
de chaleurs spe´cifiques ne´gatives, et donc d’ine´quivalences possibles entre les ensem-
bles statistiques, est connue depuis longtemps des astrophysiciens, mais a mis plus
longtemps pour s’imposer parmi les physiciens, habitue´s de l’ensemble canonique :
apre`s un article de M. Lax sur l’ine´quivalence des ensembles dans le mode`le sphe´rique
de Berlin et Kac [83], qui aborde de´ja` le proble`me de fac¸on assez ge´ne´rale, Hertel et
Thirring introduisent un mode`le simple inspire´ de la gravitation, exactement soluble
dans les ensembles canonique et microcanonique, qui met en e´vidence des zones de
chaleur spe´cifique ne´gative [60]. Par la suite, ce genre d’anomalies a e´te´ e´tudie´ dans
les divers domaines ou` la longue porte´e intervient. L’importance de la physique statis-
tique microcanonique, ainsi que ses diffe´rences avec la physique statistique canonique,
plus habituelle, a e´te´ e´galement mise en valeur ces dix dernie`res anne´es par D. Gross,
meˆme en l’absence d’interactions a` longue porte´e, dans le contexte des syste`mes a` petit
nombre de degre´s de liberte´ [58] (physique nucle´aire, agre´gats atomiques par exemple).
Nous adopterons pour e´tudier ces proble`mes une de´marche simple, qui consiste a`
partir des ide´es de base de la me´canique statistique (volume de l’espace des phases,
entropie de Boltzmann), pour essayer d’en tirer le maximum d’information. Cette
de´marche naturelle est e´videmment loin d’eˆtre nouvelle, et la me´canique statistique
des syste`mes avec interactions a` longue porte´e a une longue histoire : nous faisons
a` la section 2.5 une rapide revue des principaux re´sultats connus, pour les diffe´rents
domaines concerne´s (astrophysique, turbulence bidimensionnelle, plasmas).
Motive´s par les particularite´s des syste`mes avec interactions a` longue porte´e, cer-
tains auteurs ont propose´ d’appliquer a` ces syste`mes une nouvelle de´finition de l’entropie,
intrinse`quement non additive [107] : il s’agit de remplacer l’expression habituelle de
l’entropie informationelle de Gibbs, pour un ensemble de probabilite´s pi,
SG = −
∑
i
pi ln pi, (3)
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par l’entropie de Tsallis de´pendant du parame`tre q,
Sq =
1−∑i pqi
q − 1 , (4)
et de de´duire a` partir de la` toute une nouvelle thermodynamique, de´pendant de ce
parame`tre q. Sq est dite non additive, car la q-entropie (pour q 6= 1) de la re´union
de deux syste`mes inde´pendants (au sens probabiliste) n’est pas e´gale a` la somme des
entropies des deux syste`mes pris inde´pendamment. Sq se re´duit a` SG pour q tendant
vers 1. L’ide´e d’utiliser une telle entropie pour de´crire des situations d’e´quilibre semble
abandonne´e, mais nous reviendrons au chapitre 5 sur l’entropie de Tsallis, puisqu’il a
e´te´ plus re´cemment propose´ qu’elle puisse de´crire des situations hors e´quilibre.
Le principe de l’e´tude de la me´canique statistique d’e´quilibre est donc tre`s simple :
il tient tout entier dans l’hypothe`se de Boltzmann d’une e´quiprobabilite´ des diffe´rentes
configurations microscopiques accessibles au syste`me. Les proble`mes que nous allons
aborder au cours de ce premier chapitre sont les suivants :
• Comment mettre en pratique ce fameux postulat d’e´quiprobabilite´ ?
En d’autres termes, quelles sont les me´thodes de calcul a` notre dispo-
sition ?
• Comme souvent en me´canique statistique, tous les calculs ou presque
sont effectue´s dans une approximation de champ moyen. Dans cer-
tains cas (par exemple les mode`les explicitement champ moyen avec
interactions inde´pendantes de la distance), cette approche est exacte.
Quelle confiance lui accorder dans les autres cas ?
• Les anomalies possibles de la thermodynamique microcanonique (chaleur
spe´cifique ne´gative, ine´quivalence d’ensembles...) sont connues. A
quel point sont elles ge´ne´rales pour les syste`mes avec interactions a`
longue porte´e ? Doit on s’attendre a` d’autres anomalies ?
Les deux premiers points ont suscite´ beaucoup d’e´tudes, approche´es ou rigoureuses,
dont nous essayons de rendre compte a` la section 2.5. Pour aborder ces questions, nous
avons utilise´ une me´thode de “mode`les jouets” : nous commenc¸ons par e´tudier des
mode`les simples, pour lesquels les calculs analytiques peuvent eˆtre pousse´s tre`s loin, et
on cherche ensuite a` en tirer des ide´es et des me´thodes ge´ne´rales, qui peuvent trouver
de nouveaux champs d’applications.
Nous commenc¸ons donc par l’e´tude a` l’aide de me´thodes e´le´mentaires d’un mode`le
tre`s simple (chapitre 1), qui nous permettra d’introduire les concepts que nous utilis-
erons par la suite. Puis nous pre´senterons une me´thode ge´ne´rale pour calculer les
e´quilibres statistiques canonique et microcanonique (section 2); les autres mode`les
jouets deviennent exemples (section 2.3), et mettent en e´vidence la phe´nome´nologie
particulie`re de ces syste`mes avec interactions a` longue porte´e. Apre`s avoir passe´ en
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revue les re´sultats ge´ne´raux de´ja` connus au sujet de la thermodynamique microcanon-
ique (section 3.1), nous e´tablissons finalement une classification des transitions de
phase et des situations d’ine´quivalence d’ensembles pour ces syste`mes (section 3.2).
Chapter 1
Le mode`le Blume-Emery-Griffiths
champ moyen
Avec l’ide´e de disposer de mode`les simples, exactement solubles, et montrant les par-
ticularite´s de la thermodynamique des syste`mes non additifs, nous avons e´tudie´ un
syste`me champ moyen de spins 1. Ce syste`me, dit de Blume-Emery-Griffiths [19] (ou
plus exactement de Blume-Capel, sous la forme e´tudie´e dans ce chapitre), fut introduit
pour mode´liser les me´langes binaires He3-He4; il est inte´ressant en tant que mode`le
jouet, car son diagramme de phase canonique est de´ja` connu [19], et pre´sente une
phe´nome´nologie assez riche: une ligne de transition de phase du deuxie`me ordre et
une ligne du premier ordre, se´pare´es par un point tricritique. Que deviennent ces
transitions de phase dans l’ensemble microcanonique ? Ce travail a e´te´ publie´ dans
[15], et repris et de´taille´ dans un article de synthe`se [16].
Le mode`le est de´fini sur un re´seau, et chaque site est occupe´ par une variable de spin 1,
Si = 0,±1. Le Hamiltonien s’e´crit:
H = ∆
N∑
i=1
S2i −
J
2N
(
N∑
i=1
Si
)2
(1.1)
ou` J > 0 est une constante de couplage ferromagne´tique, et ∆ controˆle la diffe´rence
d’e´nergie entre les e´tats magne´tiques (Si = ±1) et non magne´tique (Si = 0). Nous
avons choisi de renormaliser l’interaction a` longue porte´e par 1/N , ce qui ne fait pas
disparaˆıtre le caracte`re non additif du syste`me, mais e´limine les proble`mes de scaling
sur lesquels nous reviendrons plus tard.
La solution canonique
Pour ∆/J petit, le syste`me se rapproche d’un mode`le d’Ising champ moyen, et subit
une transition de phase du deuxie`me ordre lorsque β varie. Inversement, a` T = 0
(β = +∞) et 2∆/J = 1, les phases paramagne´tique Si = 0, ∀i et ferromagne´tique
Si = 1, ∀i sont de´ge´ne´re´es : il y a transition du premier ordre entre ces deux e´tats
fondamentaux.
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La solution canonique comple`te est connue depuis longtemps [19], et s’obtient par les
me´thodes habituelles; la fonction de partition s’e´crit :
Z(β,N) =
∑
Si
exp

−β∆∑
i
S2i +
βJ
2N
(∑
i
Si
)2 . (1.2)
On utilise alors la transformation Gaussienne
exp
(
βNJm2
2
)
=
√
N
πβJ
∫ +∞
−∞
dv exp
(
−Nv
2
2βJ
+Nmv
)
, (1.3)
pour pouvoir effectuer la somme sur toutes les configurations :
Z(β,N) =
√
N
πβJ
∫ +∞
−∞
dv exp
(
−Nv
2
2βJ
)[
1 + 2e−β∆ cosh v
]N
. (1.4)
Cette dernie`re inte´grale peut alors eˆtre e´value´e par la me´thode du col dans la limite
N →∞. On obtient alors l’e´nergie libre par particule :
F (β) = − 1
β
min
v
(
v2
2βJ
− ln [1 + 2e−β∆ cosh v]) . (1.5)
La ligne de transition du deuxie`me ordre est donne´e par l’expression
βJ =
1
2
eβ∆ + 1. (1.6)
Le point tricritique se´parant cette ligne de la ligne de transitions du premier or-
dre est situe´ en ∆/J = (ln 4)/3, βJ = 3. La ligne de transition du premier or-
dre doit eˆtre obtenue nume´riquement. Le diagramme de phase canonique est re´sume´
sche´matiquement par la figure 1.1.
La solution microcanonique
Nous passons maintenant a` la solution microcanonique du mode`le : nous cherchons
donc directement a` de´terminer l’entropie du syste`me pour une e´nergie fixe´e. Notons
respectivement N+, N−, N0 le nombre de spins +1, −1 et 0 d’une configuration mi-
croscopique donne´e. On note q le moment quadrupolaire et m la magne´tisation par
spin :
q =
1
N
∑
i
S2i =
N+ +N−
N
, (1.7)
m =
1
N
∑
i
Si =
N+ −N−
N
. (1.8)
L’e´nergie par particule, renormalise´e par ∆ par commodite´, s’e´crit facilement a` l’aide
de q et m :
e =
H
∆N
(
q − J
2∆
m2
)
. (1.9)
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Comme N0 + N+ + N− = N , la donne´e de q et m suffit a` connaˆıtre N0, N+, N−,
et des arguments combinatoires permettent de calculer le nombre de configurations
microscopiques avec q et m fixe´s :
Ω(q,m) =
N !
N+!N−!N0!
. (1.10)
On de´finit alors s par lnΩ(q,m) = Ns(q,m) + o(N); la formule de Stirling donne
s(q,m) = −q +m
2
ln
q +m
2
− q −m
2
ln
q −m
2
− (1− q) ln(1− q)− ln 3 . (1.11)
L’entropie microcanonique s’obtient alors en maximisant s (1.11) a` e (1.9) constant.
En exprimant la contrainte sous la forme q = e+ km2, avec k = J/2∆, on se rame`ne
a` un proble`me variationnel a` une seule variable :
S(e) = sup
m
(
s(e+ km2, m)
)
. (1.12)
La tempe´rature microcanonique est alors donne´e par l’expression ∆β = ∂S/∂e.
Comme dans le cas canonique, l’e´quation de la ligne de transition du deuxie`me ordre
est calculable : elle correspond a` l’annulation du terme en m2 dans le de´veloppement
autour de m = 0; on trouve exactement l’expression (1.6). Cette ligne critique s’arreˆte
en un point tricritique, qui correspond a` l’annulation des termes en m2 et m4 dans
le de´veloppement autour de m = 0. On trouve nume´riquement k ≃ 1.0813 et β∆ ≃
1.3998. Ces valeurs sont tre`s proches, mais diffe´rentes des valeurs canoniques k =
3/ ln (16) ≃ 1.0820 et β∆ = ln 4 ≃ 1.3995. La ligne du deuxie`me ordre s’e´tend un
petit peu plus loin dans le cas microcanonique. Dans la re´gion situe´e entre les deux
points tricritiques, la transition est du premier ordre dans l’ensemble canonique, mais
reste continue dans l’ensemble microcanonique : une repre´sentation sche´matique du
diagramme de phase dans cette zone est donne´e figure 1.2.
T
∆/J
T
m 6= 0
m = 0
Figure 1.1: Diagramme de phase canonique du mode`le BEG champ moyen. Pour ∆/J
petit, la transition est du deuxie`me ordre (ligne pointille´e); quand ∆/J augmente, la
transition devient du premier ordre (ligne continue); ces deux re´gimes sont se´pare´s par
un point tricritique (T). Pour ∆/J > 1/2, il n’y a plus de transition.
CHAPITRE 1. MODE`LE BEG CHAMP MOYEN 17
Ctp
Mtp
T
∆/J
Figure 1.2: Repre´sentation sche´matique du diagramme de phase dans la zone des deux
points tricritiques, canonique (Ctp) et microcanonique (Mtp). En gras tirete´, la ligne
de transition de phase du second ordre, commune aux deux ensembles a` gauche de Ctp;
en trait continu fin, la transition de phase canonique du premier ordre; en trait gras
continu, les deux tempe´ratures de la transition de phase microcanonique du premier
ordre.
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Figure 1.3: Courbes caloriques T (e), pour diffe´rentes valeurs du parame`tre ∆/J = 2/k.
Les lignes continues repre´sentent l’ensemble microcanonique, et les lignes pointille´es
l’ensemble canonique, lorsqu’il est diffe´rent de l’ensemble microcanonique.
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Au dela` du point tricritique microcanonique, la tempe´rature subit une disconti-
nuite´ au passage de l’e´nergie critique microcanonique; les deux lignes de la figure 1.2
repre´sentent la tempe´rature de chaque coˆte´ du saut. Toutes les transitions disparais-
sent a` T = 0, ∆/J = 1/2.
Les courbes T (e), obtenues nume´riquement a` partir de l’e´quation (1.12), permettent
de mieux comprendre la situation : voir figure 1.3. Au point tricritique canonique la
courbe T (e) a une tangente horizontale, ce qui correspond a` une chaleur spe´cifique
divergente, figure 1.3a (la chaleur spe´cifique par particule est de´finie par ∂e/∂T ).
Au dela`, une zone de chaleur spe´cifique ne´gative apparaˆıt, invisible dans l’ensemble
canonique, car remplace´e par une transition du premier ordre, figure 1.3b. Au point
tricritique microcanonique, la courbe T (e) est verticale, et la chaleur spe´cifique ap-
proche 0 par valeurs infe´rieures figure 1.3c. Au dela` apparaˆıt un saut de tempe´rature,
figure 1.3d; c’est une discontinuite´ de la de´rive´e premie`re de l’entropie, on appellera
donc ce point transition du premier ordre microcanonique, par analogie avec la termi-
nologie habituelle 1. Si on continue a` augmenter ∆/J , la zone de chaleur spe´cifique
ne´gative disparaˆıt comple`tement figure 1.3e.
Le mode`le Blume-Emery-Griffiths champ moyen est soluble analytiquement, par des
me´thodes e´le´mentaires, dans les ensembles canonique et microcanonique, et permet
donc une comparaison de´taille´e des deux ensembles. La phe´nome´nologie autour du
point tricritique est particulie`rement inte´ressante, puisqu’elle met en e´vidence l’apparition
de l’ine´quivalence entre les deux ensembles, avec des zones de chaleur spe´cifique ne´gative,
et des discontinuite´s de tempe´rature.
Nous discuterons a` nouveau ces re´sultats a` la lumie`re de la classification des transitions
de phase pour les syste`mes avec interactions a` longue porte´e, a` la section 3.2. Nous
introduisons a` la section suivante une me´thode ge´ne´rale pour l’e´tude des proprie´te´s
d’e´quilibre des syste`mes avec interactions a` longue porte´e, qui permet de re´soudre des
mode`les bien plus complique´s que celui que nous venons de pre´senter.
1Il faut faire attention en comparant avec la litte´rature, car cette terminologie n’est pas ge´ne´rale,
certains auteurs appelant transition du premier ordre toute zone de chaleur spe´cifique ne´gative.
Chapter 2
Champ moyen et the´orie des
grandes de´viations
L’approximation du champ moyen consiste a` e´valuer le champ subi par une particule
en supposant que toutes les autres sont dans leur e´tat “moyen”. Pour un syste`me
avec interactions a` longue porte´e, un grand nombre de particules vont participer a` ce
champ, et les fluctuations de sa valeur re´elle autour de sa valeur donne´e par le champ
moyen devraient eˆtre rendues tre`s faibles par la loi des grands nombres. On conc¸oit
donc qu’on puisse obtenir ainsi une tre`s bonne approximation du comportement re´el
du syste`me. En fait, on peut meˆme montrer pour un certain nombre de syste`mes que la
solution donne´e par le champ moyen est exacte dans la limite d’un tre`s grand nombre
de particules. L’objet de cette partie est d’introduire l’outil mathe´matique qui sera
ne´cessaire par la suite : la the´orie des grandes de´viations. D’une part, elle permettra
de de´montrer dans certains cas l’exactitude du champ moyen, d’autre part, et c’est
le plus inte´ressant pour nous, elle fournira une me´thode puissante pour calculer effec-
tivement les e´tats d’e´quilibre microcanoniques et canoniques. La the´orie des grandes
de´viations a e´te´ utilise´e par Michel et Robert [90] pour justifier rigoureusement la
me´canique statistique de l’e´quation d’Euler a` deux dimensions; la me´thode a ensuite
e´te´ ge´ne´ralise´e et syste´matise´e par Ellis et al. [45] pour e´tudier d’autres mode`les de
fluides bidimensionnels ou ge´ophysiques. Sous cette forme, elle peut s’appliquer a` un
grand nombre de syste`mes avec interactions a` longue porte´e.
Apre`s une introduction ge´ne´rale aux ide´es de la the´orie des grandes de´viations a` la
section 2.1, nous expliquons la de´marche ge´ne´rale pour re´soudre un proble`me donne´,
telle qu’elle est de´crite par Ellis dans [45]. La section 2.3 sera consacre´e a` l’e´tude d’un
grand nombre d’exemples.
2.1 Introduction a` la the´orie des grandes de´viations
Nous donnons dans ce paragraphe une tre`s rapide introduction a` la the´orie des grandes
de´viations, a` ses ide´es et a` ses me´thodes. On ne cherchera pas en ge´ne´ral a` donner aux
e´nonce´s des formulations mathe´matiquement pre´cises. On peut trouver un traitement
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rigoureux et complet dans [42] par exemple; la re´fe´rence [44] est de´die´e aux applica-
tions de la the´orie des grandes de´viations a` la physique statistique, d’un point de vue
de mathe´maticien.
Qu’est ce qu’un principe de grande de´viation ?
Conside´rons une somme de N variables ale´atoires inde´pendantes Xk, de meˆme distri-
bution, de moyenne nulle, ainsi que la moyenne empirique SN :
SN =
1
N
N∑
k=1
Xk. (2.1)
La loi des grands nombres nous dit que SN tend vers la moyenne des Xk, soit 0, lorsque
N tend vers l’infini. On peut eˆtre plus pre´cis, en utilisant le the´ore`me central limite
(si les hypothe`ses sont ve´rifie´es) : on sait que la fonction P (
√
NSN = x) tend vers une
Gaussienne en x (on a pris des variables ale´atoires de moyenne nulle). Les fluctuations
de SN sont donc d’ordre 1/
√
N . On peut vouloir eˆtre plus pre´cis, et chercher a` savoir
ce qui se passe dans les queues de la distribution : quelle est la probabilite´ d’une
fluctuation d’ordre un ? C’est a` dire que vaut P (SN = x) ? C’est a` ce type de
questions que cherche a` re´pondre la the´orie des grandes de´viations.
Donnons un exemple. On lance une pie`ce pour chaque variable Xk; Xk = 1 si c’est
pile, Xk = −1 si c’est face. Dans ce cas, P (SN = x) se calcule facilement. Par calcul
combinatoire, on a
P (SN = x) =
N !
(1+x
2
N)! (1−x
2
N)! 2N
, (2.2)
et, en utilisant la formule de Stirling
lnP (x) ∼ −N
(
1 + x
2
ln
1 + x
2
+
1− x
2
ln
1− x
2
+ ln 2
)
(2.3)
∼ −NI(x) . (2.4)
Plus pre´cise´ment, on peut montrer, pour tout segment ]x1, x2[,
lim
N→∞
− 1
N
lnP (x ∈]x1, x2[) = max
x∈]x1, x2[
I(x). (2.5)
On dit que SN ve´rifie un principe de grande de´viation, avec fonctionnelle de grande
de´viation I. Dans le vocabulaire de la me´canique statistique, I(x) est l’oppose´ de
l’entropie associe´e a` une configuration de moyenne x. On voit que les valeurs de x
telles que I(x) > 0 sont exponentiellement supprime´es avec N ; de plus pour que la
probabilite´ soit normalisable, il faut I(x) ≥ 0, et inf I(x) = 0 (en ge´ne´ral, I atteint 0
pour x = 〈Xk〉).
C’est un exemple de principe de grande de´viation, et toute la the´orie consiste a` chercher
ce genre d’estimations, dans des cas plus complique´s. Un outil simple et efficace est
fourni par le the´ore`me de Crame´r.
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Comment obtenir un principe de grande de´viation : le the´ore`me de Crame´r
Le the´ore`me de Crame´r sera constamment utilise´ par la suite; il permet de re´soudre
le proble`me pre´ce´dent pour des variables Xk a` valeurs dans R
d, de distribution rapi-
dement de´croissante quelconque (mais toujours la meˆme pour chaque variable). On
pose encore
SN =
1
N
N∑
k=1
Xk. (2.6)
Alors P (SN = x) ve´rifie un principe de grande de´viation similaire a` celui de (2.4) :
lnP (SN = x) ∼ −NI(x). (2.7)
On sait donc que les grandes de´viations sont supprime´es exponentiellement en N , et
le the´ore`me nous permet de calculer la fonctionnelle de grande de´viation I(x). On
de´finit pour cela la fonction suivante (dont le logarithme est parfois appele´ fonction
ge´ne´ratrice des cumulants) :
Ψ(λ) = 〈eλ·X1〉, (2.8)
ou` λ est un e´le´ment de Rd, · est le produit scalaire habituel, et 〈 〉 de´signe la moyenne
sur la distribution de X1 (ou de tout Xk, puisqu’elles sont identiquement distribue´es).
Alors la fonction cherche´e I(x) est la transforme´e de Legendre de lnΨ :
I(x) = sup
λ∈Rd
(λ · x− lnΨ(λ)) . (2.9)
Ce the´ore`me est valable si la distribution des Xk de´croˆıt suffisamment vite a` l’infini, de
telle sorte que Ψ soit de´finie sur Rd tout entier. Si ce n’est pas le cas, des versions plus
restrictives existent (voir [42] pour une formulation pre´cise et une de´monstration).
On dispose donc d’une me´thode ge´ne´rale pour e´valuer ces fonctionnelles de grande
de´viation I, alors que les me´thodes combinatoires e´chouent par exemple de`s que la
distribution des Xk est continue.
Sans entrer dans les de´tails, donnons une justification heuristique a` ce re´sultat, dans
le cas ou` Xk ∈ R. La probabilite´ d’obtenir SN = x est donne´e par le volume dans
l’espace des phases occupe´ par les points compatible avec SN = x. Appelons dµ la
distribution de probabilite´ de chacun des Xk. Alors
P (SN = x) =
∫
dµ(X1) . . . dµ(XN) δ(SN − x) (2.10)
=
1
2πi
∫
Γ
dλ e−Nλx
∫
dµ(X1) . . . dµ(XN) e
λ(X1+...+XN )
=
1
2πi
∫
Γ
dλ e−Nλx
[〈eλX〉]N , (2.11)
ou` la fonction δ de Dirac a e´te´ repre´sente´e par une inte´grale complexe sur un chemin
Γ perpendiculaire a` l’axe re´el dans le plan des λ complexes. Pour e´valuer la dernie`re
inte´grale par la me´thode du col, il faut de´terminer les points critiques de λx− lnΨ(λ),
avec Ψ(λ) = 〈eλX〉, ce qui “justifie” l’expression (2.9).
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Une utilisation d’un principe de grande de´viation
Donnons un exemple d’utilisation d’un principe de grande de´viation. Supposons que
le joueur a` pile ou face des paragraphes pre´ce´dents lance N fois la pie`ce, calcule x,
nombre de piles moins nombre de faces divise´ par N , et gagne expNh(x) centimes
d’euros, avec h une certaine fonction de x. Quelle est son espe´rance de gain ? On peut
e´crire
ln〈eNh(x)〉 = ln ∫ P (x) eNh(x) dx (2.12)
≃ ln ∫ eNI(x) eNh(x) dx
≃ N maxx (I(x) + h(x)).
L’espe´rance de gain du joueur est alors donne´e par l’exponentielle de cette dernie`re
expression. La the´orie des grandes de´viations permet de justifier rigoureusement ce
genre de calculs. Si on pense maintenant a` la fonction h comme a` une e´nergie, on voit
que les applications en physique statistique ne sont pas loin.
2.2 Une me´thode ge´ne´rale
Michel et Robert ont utilise´ des techniques de grandes de´viations [90] pour justifier la
me´canique statistique des flots bidimensionnels propose´e quelques anne´es auparavant
par Miller [91] et Robert et Sommeria [99]. Ellis et ses collaborateurs ont ensuite
de´veloppe´ cette approche et propose´ une me´thode ge´ne´rale pour e´tudier et re´soudre
un grand nombre de syste`mes avec interactions a` longue porte´e. Nous exposons cette
me´thode dans ce paragraphe, telle qu’elle est pre´sente´e dans [45], en mettant l’accent
sur l’utilisation plutoˆt que sur la rigueur mathe´matique. Ellis cite en ge´ne´ral des
applications lie´es a` la turbulence bidimensionnelle; il y en a beaucoup d’autres et nous
appliquerons dans ce paragraphe chaque e´tape sur un exemple plus simple : le mode`le
de Potts a` 3 e´tats, avec interactions de porte´e infinie. Nous avons choisi cet exemple
parce qu’il a de´ja` e´te´ utilise´ en tant que mode`le jouet pour illustrer la thermodynamique
des interactions a` longue porte´e [66] ou celle des syste`mes a` petit nombre de degre´s de
liberte´ [57], et parce qu’il se ge´ne´ralise facilement en augmentant le nombre d’e´tats ou
en autorisant des sites vides. La section suivante sera consacre´e a` l’e´tude de plusieurs
autres exemples.
Le Hamiltonien du mode`le de Potts a` trois e´tats s’e´crit :
HPottsN = −
J
2
N∑
i,j=1
δSi,Sj − 1 . (2.13)
Chaque site i du re´seau est occupe´ par un “spin” Si, qui peut eˆtre dans l’un des trois
e´tats a, b, ou c. Deux spins contribuent pour−J a` l’e´nergie s’ils sont dans le meˆme e´tat,
pour 0 sinon. La somme porte sur toutes les paires de sites (i, j), puisque l’interaction
est suppose´e a` porte´e infinie. Contrairement a` l’usage lorsqu’il s’agit d’approximer le
comportement d’interactions a` courte porte´e par un mode`le champ moyen, nous ne
renormalisons pas la force de l’interaction par 1/N , ce qui rendrait le syste`me “pseudo
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extensif”; pour un syste`me auto-gravitant par exemple, cette renormalisation n’a pas
lieu d’eˆtre a priori.
E´tape 1 : De´crire le syste`me a` l’aide d’une variable globale.
Plus pre´cise´ment, appelons ΩN l’espace des phases avec N particules; le syste`me est
de´fini par son Hamiltonien
HN : ΩN → R
ωN 7→ HN(ωN)
La premie`re e´tape consiste a` associer a` chaque configuration microscopique ωN une
variable globale, ou champ moyen, µ(ωN), et un nouvel Hamiltonien H˜N de telle sorte
que
HN (ωN) = H˜N (µ(ωN)) +RN(ωN).
ou` le reste RN(ωN) est ne´gligeable par rapport a` H˜N quand N tend vers l’infini.
Prenons l’exemple du mode`le de Potts. La bonne variable globale est µ = (na, nb),
avec (na, nb, nc = 1−na−nb) repre´sentant respectivement la densite´ de spins dans les
e´tats a, b, c. En effet, on peut e´crire
HPottsN = −
JN2
2
(n2a + n
2
b + n
2
c). (2.14)
Dans ce cas, le reste RN est nul pour toute configuration microscopique ω, µ est de
dimension finie, et H˜N est le polynoˆme du membre de droite de l’e´quation pre´ce´dente.
Ce n’est pas toujours aussi simple : µ peut eˆtre une densite´ locale de masse en astro-
physique, une densite´ moyenne locale de la vorticite´ en turbulence 2D (ou un objet
encore plus complique´, lorsqu’il s’agit de me´canique statistique d’une e´quation con-
tinue comme l’e´quation d’Euler). La variable globale est alors de dimension infinie.
On verra dans la partie 2.3 des exemples de ce type, ou` RN n’est pas nul. Du fait des
interactions a` longue porte´e, HN n’a pas ici le scaling habituel en N ; on reviendra sur
cette question par la suite.
Bien suˆr, il n’est pas toujours possible d’e´crire le Hamiltonien d’un syste`me a` l’aide
d’une variable champ moyen, meˆme de dimension infinie et en s’autorisant une erreur
RN . Ce sera possible en ge´ne´ral pour les syste`mes a` longue porte´e sur un re´seau, le
pas du re´seau re´gularisant l’e´ventuelle singularite´ a` courte distance.
E´tape 2 : Obtenir une fonctionnelle d’entropie pour la variable globale.
On ne conside`re pas ici l’e´nergie. Meˆme ainsi, les valeurs de la variable champ moyen
µ ne sont pas e´quiprobables. En effet, un grand nombre de configurations micro-
scopiques peuvent donner lieu a` un meˆme µ, et ce nombre de´pend de la valeur de µ.
On de´finit donc une fonctionnelle d’entropie s(µ), comme le logarithme du nombre de
configurations microscopiques ΩN(µ) correspondant a` µ, divise´ par N :
ΩN(µ) ∝ eNs(µ). (2.15)
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Ici intervient la the´orie des grandes de´viations, d’abord pour nous assurer que la
fonctionnelle s existe bien, et ensuite pour nous permettre de la calculer.
Donnons l’exemple du mode`le de Potts. En posant Na, Nb, Nc le nombre de spins a, b, c
d’une configuration microscopique, on peut, cette fois encore, calculer s en utilisant
des arguments combinatoires et la formule de Stirling. Utilisons plutoˆt le the´ore`me de
Crame´r. µ s’e´crit sous la forme
µ =
(
1
N
∑
i
δSi,a,
1
N
∑
i
δSi,b
)
. (2.16)
µ est ainsi exprime´e comme une moyenne de variables ale´atoires inde´pendantes a`
valeurs dans R2. On peut appliquer le the´ore`me de Crame´r :
Ψ(λa, λb) =
1
3
∑
S=a,b,c
(
eλaδS,a+λbδS,b
)
=
1
3
(
eλa + eλb + 1
)
.
La fonctionnelle de grande de´viation est donc donne´e par le proble`me d’optimisation :
I(µ) = sup
λa,λb
(λana + λbnb − lnΨ(λa, λb)) . (2.17)
On peut re´soudre explicitement, et on obtient :
I(µ) = na lnna + nb lnnb + (1− na − nb) ln(1− na − nb) + ln 3. (2.18)
La fonctionnelle d’entropie s(µ) est e´gale a` l’oppose´ de I; on obtiendrait e´videmment
le meˆme re´sultat par la me´thode combinatoire. Le terme ln 3 assure que le maximum
de l’entropie est exactement 0.
E´tape 3 : E´crire les proble`mes variationnels.
• La solution microcanonique
Lorsque les e´tapes 1 et 2 sont acheve´es, c’est a` dire lorsque :
-on a une approximation du Hamiltonien par une fonctionnelle de´pendant d’une vari-
able globale µ, du type (2.14); on suppose que H˜N ∝ Np a` grand N ;
-cette variable globale ve´rifie un principe de grande de´viation, i.e. ΩN (µ) ∝ eNs(µ)
pour une certaine fonctionnelle s;
le the´ore`me 3.2 de la re´fe´rence [46] assure que la solution microcanonique, dans la
limite N → ∞, HN/Np = cste, est donne´e exactement par la solution du proble`me
variationnel
S(e) = sup
µ
(
s(µ) | H˜N(µ)/Np = e
)
. (2.19)
Ce re´sultat est exact (dans la limite N →∞, HN/Np = cste), et est pre´cise´ment celui
donne´ par une solution champ moyen “intuitive”; c’est en ce sens qu’on peut dire que le
champ moyen devient exact pour ces syste`mes. Remarquons que l’expression ci-dessus
permet de calculer l’entropie par particule S(e); comme le montre l’expression (2.15),
2.2. UNE ME´THODE GE´NE´RALE 25
l’entropie totale est extensive, c’est a` dire proportionnelle a` N dans cette limite : il
n’y a pas ici de diffe´rence avec les interactions a` courte porte´e.
Dans le cas du mode`le de Potts avec interactions a` porte´e infinie, p = 2 et la
solution microcanonique s’e´crit
S(e) = sup
na,nb
(
−na lnna − nb lnnb − (1− na − nb) ln(1− na − nb)
∣∣∣
− J
2
(
n2a + n
2
b + (1− na − nb)2
)
= e
)
.
(2.20)
Re´soudre ce proble`me d’optimisation permet de retrouver la courbe de la figure 6 de la
re´fe´rence [66] : voir figure 2.1. Notons que l’e´nergie maximale du syste`me pour J = 1
est emax = −1/6.
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Figure 2.1: Courbe calorique β(e) du mode`le de Potts a` 3 e´tats champ moyen. En
trait plein la solution microcanonique, obtenue a` partir de l’e´quation (2.20); les petites
oscillations sont dues aux impre´cisions nume´riques lors du calcul de la de´rive´e de S(e).
Pour e > −0.215, dβ/de > 0, la chaleur spe´cifique est donc ne´gative. En tirete´ la
solution canonique, obtenue a` partir de l’e´quation (2.24). Elle co¨ıncide avec la solution
microcanonique pour e < −0.255 environ, et subit ensuite une transition de phase du
premier ordre (discontinuite´ de e).
• La solution canonique
A une constante de normalisation pre`s, la fonction de partition Z(β,N) d’un syste`me
est la moyenne de e−βHN , prise sur toutes les configurations microscopiques e´quipro-
bables :
Z(β,N) ∝ 〈e−βHN 〉 . (2.21)
Si on remplace HN par son expression approche´e en fonction de µ, H˜N :
Z(β,N) ≃
〈
exp
(
−N βH˜N(µ)
N
)〉
. (2.22)
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Cette expression est tre`s similaire a` l’e´quation (2.12), et peut eˆtre e´value´e de la meˆme
fac¸on, en se ramenant a` un proble`me d’optimisation.
Revenons a` l’exemple du mode`le de Potts. On a H˜N/N ∝ N , donc si β est inde´pendant
de N , le terme e´nerge´tique l’emporte toujours a` grand N : l’e´tat fondamental est
toujours infiniment plus probable que les autres, quel que soit β. En re´alite´, si on
veut explorer avec l’ensemble canonique la meˆme gamme d’e´nergies qu’avec l’ensemble
microcanonique, c’est a` dire HN/N
p = e, il faut choisir pour β une loi d’e´chelle
β ∝ N1−p. Si on prend β = β0N1−p, la solution est donne´e rigoureusement dans la
limite N →∞ par la minimisation de la fonctionnelle f(µ) = β0H˜N (µ)/Np−s(µ) (c’est
une application du the´ore`me 2.4 de la re´fe´rence [46]). En posant h(µ) = H˜N(µ)/N
p,
on a pour l’e´nergie libre par particule (a` un facteur β pre`s) : 1
F (β0) = inf
µ
(β0h(µ)− s(µ)) . (2.23)
Cette fois encore, c’est le re´sultat qu’on aurait attendu par une approximation champ
moyen. Pour le mode`le de Potts, cette solution s’e´crit
F (β) = sup
na,nb
(
na lnna + nb lnnb + (1− na − nb) ln(1− na − nb)
− βJ
2
(
n2a + n
2
b + (1− na − nb)2
))
.
(2.24)
Le re´sultat de cette maximisation, ainsi que sa comparaison avec la solution micro-
canonique est montre´e figure 2.1, par l’interme´diaire de la courbe calorique β(e). La
solution canonique co¨ıncide avec la solution microcanonique pour e < −0.255, ce
qui correspond a` β > βc = 2.75 environ; si l’on augmente encore la tempe´rature, le
syste`me subit une transition de phase du premier ordre et c’est la phase homoge`ne qui
devient stable. Pour tous les β < βc, on a donc e = emax = −1/6, ce qui explique la
branche verticale de la solution canonique. L’e´tude syste´matique des points communs
et diffe´rences entre solutions canonique et microcanonique est l’objet des parties 3.1
et 3.2.
Ceci termine l’expose´ de la me´thode ge´ne´rale pour re´soudre la me´canique statis-
tique d’e´quilibre des syste`mes a` longue porte´e. Retrouver de manie`re rigoureuse les
pre´dictions du champ moyen pour le mode`le de Potts avec interactions a` porte´e infinie
n’est bien suˆr pas surprenant; mais on va voir a` la section 2.3.4 que cette me´thode
s’applique aussi dans des situations plus de´licates, par exemple lorsque les interactions
de´croissent en loi de puissance avec la distance. Dans ces cas la`, il est remarquable
que l’on puisse obtenir des solutions exactes.
D’autre part, ce paragraphe a mis en lumie`re l’importance de la manie`re avec laquelle
on fait tendre N vers l’infini. Nous y reviendrons a` la section 2.4.
1on appellera toujours dans cette the`se “e´nergie libre” une quantite´ qui est en re´alite´ F/β, par
commodite´ pour comparer les deux ensembles, et aussi parce que cette quantite´ F/β doit toujours
eˆtre minimise´e, alors que la ve´ritable e´nergie libre doit eˆtre maximise´e si β < 0. On omettra aussi les
facteurs kB de l’entropie.
2.3. EXEMPLES 27
2.3 Exemples
Cette partie est consacre´e a` l’e´tude de nombreux mode`les simples a` l’aide de la me´thode
expose´e ci-dessus. Nous avons de´ja` re´solu le mode`le Blume-Emery-Griffiths (BEG)
champ moyen par des me´thodes e´le´mentaires, au chapitre 1. Nous en donnons ici
une solution par la me´thode des grandes de´viations. Le mode`le BEG est un mode`le
de spins, sans dynamique. Nous e´tudions ensuite les mode`les HMF en dimensions
un et deux (Heisenberg Mean Field; ce sont des mode`les de type XY, champ moyen,
auxquels on a ajoute´ un terme d’e´nergie cine´tique), qui ont une ve´ritable dynamique.
La me´thode des grandes de´viations donne la solution microcanonique de ces mode`les,
qui n’est pas accessible autrement (paragraphe 2.3.2). Nous donnons e´galement un
exemple d’application de la me´thode des grandes de´viations a` un mode`le de laser, un
petit peu plus complique´ que les pre´ce´dents (paragraphe 2.3.3). Enfin, nous terminons
par l’e´tude du mode`le d’Ising avec interactions de´croissant en 1/rα avec la distance
(paragraphe 2.3.4). Ceci nous permettra de re´pondre de´finitivement a` certaines ques-
tions souleve´es re´cemment par l’e´tude de ces mode`les, qui restaient en partie ouvertes
faute d’avoir acce`s a` la solution microcanonique [3, 31, 101]: la densite´ d’e´tats croˆıt-
elle de fac¸on exponentielle avec N ? Pourquoi la solution de certains de ces mode`les
avec interactions en 1/rα est-elle inde´pendante de la valeur de α (tant que α < D,
dimension de l’espace) ?
2.3.1 Retour sur le mode`le Blume-Emery-Griffiths
Nous appliquons pas a` pas les trois e´tapes de la me´thode, au mode`le BEG de´fini par
le Hamiltonien (1.1).
E´tape1 :
Le mode`le est explicitement champ moyen, donc l’e´nergie se re´e´crit facilement a` l’aide
d’une variable globale µ. Ici, µ = (q,m) ∈ R2, avec q = 1/N∑S2i et m = 1/N∑Si.
On a alors H = N(∆q−J/2m2) = Nh(q,m). Le comportement du syste`me ne de´pend
que du rapport ∆/J .
E´tape 2 :
Appliquons le the´ore`me de Crame´r pour calculer l’entropie associe´e a` µ :
Ψ(λ, ρ) = 〈eλS2i +ρSi〉
=
1 + 2eλ cosh ρ
3
. (2.25)
Pour calculer s(q,m), il faut maintenant re´soudre ∂ lnΨ/∂λ = q et ∂ lnΨ/∂ρ = m,
pour λ et ρ. Le calcul peut se faire explicitement :
λ = ln
q
√
1− r2
2(1− q) , (2.26)
ρ = ln
√
1 + r
1− r , (2.27)
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ou` r est le rapport m/q. En substituant dans (2.9), on obtient s :
s(q,m) = −q +m
2
ln
q +m
2
− q −m
2
ln
q −m
2
− (1− q) ln(1− q)− ln 3 . (2.28)
E´tape 3 :
La solution microcanonique pour une e´nergie par spin e est donne´e par
S(e) = sup
q,m
(s(q,m) |h(q,m) = e) , (2.29)
et l’e´nergie libre s’e´crit (a` un facteur β pre`s)
F (β) = inf
q,m
(
q +m
2
ln
q +m
2
+
q −m
2
ln
q −m
2
+ (1− q) ln(1− q)
+β∆q − βJ
2
m2
)
. (2.30)
En e´crivant q = e + km2 (comme plus haut, k = J/2∆; on peut e´galement supposer
sans restriction que ∆ = 1), on se rame`ne bien au proble`me d’optimisation trouve´
pre´ce´demment (1.12). Il est moins e´vident de voir que les deux solutions canoniques
sont bien identiques; ce sont pourtant strictement les meˆmes.
2.3.2 Le mode`le HMF (Heisenberg Mean Field)
Le mode`le HMF est une simplification d’un syste`me de plans massifs (ou de plans
charge´s dans le cas re´pulsif) se de´plac¸ant en une dimension, avec conditions aux limites
pe´riodiques : on ne garde que la premie`re harmonique du potentiel V (x) = ±|x| (le
signe ± de´pendant du cas, Coulombien ou gravitationnel). La taille du syste`me est
fixe´e a` 2π, et la masse des plans a` 1. Le Hamiltonien s’e´crit
H =
N∑
i=1
p2i
2
+
C
2N
∑
i,j
cos(θi − θj) . (2.31)
La somme pour l’e´nergie potentielle s’e´tend sur tous les couples i, j; les interactions
sont attractives si C > 0, re´pulsives si C < 0. La renormalisation par N de l’e´nergie
potentielle est e´quivalente a` une renormalisation du temps par
√
N ; nous l’adoptons
car elle rend plus facile la comparaison entre des syste`mes de diffe´rentes tailles, en
rendant l’e´nergie (artificiellement) extensive.
Introduit a` l’origine pour e´tudier quelles e´taient les proprie´te´s des syste`mes auto-
gravitants retenues par ce mode`le tre`s simple [65], il est devenu un mode`le jouet
tre`s utilise´ pour tester les ide´es ge´ne´rales concernant les interactions a` longue porte´e,
a` l’e´quilibre et hors e´quilibre (voir [4, 82], et pour une revue re´cente [41]). Nous
l’e´tudierons en de´tail au chapitre suivant, du point de vue de la dynamique hors
e´quilibre.
L’e´quilibre canonique s’obtient facilement par les me´thodes traditionnelles, dans les
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cas attractifs et re´pulsifs, mais la solution microcanonique restait inaccessible. Or il
est important de de´tecter d’e´ventuelles ine´quivalences d’ensembles, pour comparer les
pre´visions statistiques avec les simulations de dynamique mole´culaire, effectue´es en
ge´ne´ral a` e´nergie constante.
E´tape 1 :
Le Hamiltonien se re´e´crit sous la forme
H =
N∑
i=1
p2i
2
+
NC
2
(M2x +M
2
y ) (2.32)
ou` M1 = Mx + iMy =
∑
k e
iθk/N . Il y a deux quantite´s conserve´es, H et la quan-
tite´ de mouvement totale P =
∑
i pi. On va donc prendre comme variable globale
µ = (u, v,Mx,My), ou` u =
∑
i p
2
i /N et v =
∑
i pi/N . Les deux quantite´s conserve´es
s’expriment exactement a` l’aide de µ.
E´tape 2 :
Le the´ore`me de Crame´r permet d’associer facilement une entropie a` la partie configu-
rationnelle :
Ψ(λx, λy) =
1
2π
∫ 2π
0
eλx cos θ+λy sin θ dθ = I0
(√
λ2x + λ
2
y
)
, (2.33)
ou` I0 est la fonction de Bessel modifie´e d’ordre 0. On peut simplifier en utilisant
la syme´trie de rotation sur θ : l’entropie sconf(Mx,My) ne de´pend que de |M1| =√
M2x +M
2
y . On obtient
sconf(|M1|) = −max
λ
(λ|M1| − ln I0(λ)) . (2.34)
On ne peut pas appliquer imme´diatement le the´ore`me de Crame´r a` la partie cine´tique;
en effet, pi, qui joue le roˆle de la variable ale´atoire Xk, est a` priori distribue´ uni-
forme´ment sur R, ce qui n’a pas de sens. En re´alite´, lorsqu’on calcule l’entropie
associe´e a` la partie cine´tique scin(u, v), pi est borne´ puisque u est fixe´. Une appli-
cation “formelle” du the´ore`me de Crame´r, oubliant les normalisations, donne le bon
re´sultat, a` une constante (infinie !) pre`s, qui n’est pas importante dans le processus
d’optimisation :
Ψ(λu, λv) =
∫
R
eλux
2+λvx dx = e−λ
2
v/4λu
√
π
−λu . (2.35)
La maximisation sur λu, λv donne finalement
scin(u, v) =
1
2
ln (u− v2) + cste. (2.36)
E´tape 3 :
On peut maintenant e´crire les proble`mes variationnels canonique et microcanonique
(on suppose par exemple que la quantite´ de mouvement totale P est nulle) :
S(e) = sup
u,|M1|
(
1
2
ln u+ sconf(|M1|)
∣∣∣∣∣12u+ C2 |M1|2 = e
)
, (2.37)
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et
F (β) = inf
u,|M1|
(
β
2
(
u+ C|M1|2
)− 1
2
ln u− sconf(|M1|)
)
. (2.38)
La re´solution nume´rique permet bien suˆr de retrouver les re´sultats canoniques de´ja`
connus, et montre d’autre part que dans ce cas, les deux ensembles sont e´quivalents,
que l’interaction soit attractive ou re´pulsive. Nous reviendrons sur ce mode`le a` la
partie II, dans les cas attractif et re´pulsif.
Le mode`le HMF en dimension deux
Toujours dans l’esprit de disposer de mode`les simples sur lesquels on peut effectuer de
longues simulations et tester ses ide´es, une ge´ne´ralisation a` deux dimensions du mode`le
HMF a e´te´ introduite. Antoni et Torcini [7] re´solvent ce mode`le dans l’ensemble canon-
ique, comparent les re´sultats avec des simulations de dynamique mole´culaire a` e´nergie
constante et mettent en e´vidence une phe´nome´nologie assez riche, avec ine´quivalence
d’ensembles. Ne´anmoins, ils ne peuvent re´soudre le mode`le dans l’ensemble micro-
canonique. La me´thode des grandes de´viations s’applique sans difficulte´ a` ce proble`me,
et permettrait certainement de retrouver les re´sultats nume´riques dans les zones ou` la
solution canonique e´choue.
2.3.3 Un mode`le de laser CARL
Un laser de type CARL (Collective Atomic Recoil Laser), comme les lasers habituels,
e´met une lumie`re cohe´rente par e´mission stimule´e d’une transition atomique. Cepen-
dant, les comportements collectifs des degre´s de liberte´ externes (position, quantite´ de
mouvement) des atomes jouent un roˆle fondamental dans le processus d’amplification,
alors qu’on ne conside`re habituellement que les degre´s de liberte´ internes (polarisation,
inversion de population). Ce type de laser a e´te´ propose´ re´cemment [22], et est actuelle-
ment l’objet d’e´tudes analytiques, nume´riques et expe´rimentales [95]. Nous proposons
ici une e´tude statistique d’un mode`le simplifie´ du processus d’amplification : cette ap-
proche est tout a` fait nouvelle, et peut eˆtre comple´mentaire de l’approche dynamique
usuelle. Il s’agit cependant a` ce stade d’une illustration de la puissance de la me´thode
des grandes de´viations dans des situations tre`s diverses, plutoˆt qu’une re´elle appli-
cation a` la physique de ces lasers, qui demanderait une e´tude plus approfondie. Le
chapitre 6 est consacre´ a` une analyse statistique de´taille´e a` l’e´quilibre et hors e´quilibre
d’un autre type de laser, le laser a` e´lectrons libres.
Pre´sentation du mode`le
On e´tudie un mode`le de laser CARL dans une cavite´ parfaite (sans perte), et en
ne´gligeant les termes d’e´mission spontane´e. Les atomes sont vus comme des particules
qui se de´placent et ont une structure interne a` deux niveaux; la me´canique quantique
de ces deux niveaux est traite´e dans l’approximation semi-classique, comme on le fait
pour obtenir les e´quations de Maxwell-Bloch d’un laser conventionnel. Les atomes
sont donc caracte´rise´s par leur “position” θj ∈ [0 2π] (il s’agit plutoˆt de leur phase
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par rapport a` l’onde, qui de´pend de leur position), leur quantite´ de mouvement pj ,
leur polarisation Sj = (S
x
j , S
y
j ), et leur “inversion de population” Dj (Dj = 1 -resp.
0- si l’atome est dans son e´tat excite´ -resp. fondamental-). Le champ est de´crit
par deux quantite´s complexes f = (fx, f y) et b = (bx, by), repre´sentant les ondes se
propageant dans la cavite´, respectivement dans le sens positif et ne´gatif. Les e´quations
du mouvement sont alors (nous ne de´taillons pas leur obtention, ni le sens physique
des diffe´rents parame`tres) :
θ˙j = Ωpj (2.39a)
p˙j = −γ
4
[
S∗j
(
feiθj − be−iθj)+ c.c.] (2.39b)
S˙j = Dj
(
feiθj + be−iθj
)
(2.39c)
D˙j = −γ
2
[
S∗j
(
feiθj + be−iθj
)
+ c.c.
]
(2.39d)
f˙ = i∆f +
C
N
∑
j
Sje
−iθj (2.39e)
b˙ = i∆b+
C
N
∑
j
Sje
iθj . (2.39f)
Ces e´quations du mouvement conservent pour chaque atome la norme du vecteur de
Bloch (c’est la traduction de la normalisation de la fonction d’onde) :
|Sj |2 +D2j = 1 . (2.40)
Il y a e´galement trois quantite´s conserve´es globales; l’e´nergie
H = Ne =
∑
j
Ω
p2j
2
+
γ
4
∑
j
[−iS∗j (feiθj + be−iθj)+ c.c.]+ ∆
√
γ
2
∑
j
Dj , (2.41)
l’impulsion
P = Nσ =
C
γ
∑
j
pj +
N
4
(|f |2 − |b|2) , (2.42)
et le nombre d’excitations
N = Nn = N (|f |2 + |b|2)+ 2C√
γ
∑
j
Dj . (2.43)
De plus, les e´quations du mouvement conserve l’e´le´ment de volume de l’espace des
phases dV
dV =
∏
j
dθj dpj dS
x
j dS
y
j df
x df y dbx dby . (2.44)
Il est donc raisonnable d’e´tudier la me´canique statistique de ce syste`me, en calculant
le volume de son espace des phases a` l’aide de la mesure ci-dessus, et en tenant compte
des contraintes impose´es par les quantite´s conserve´es.
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Solution statistique
E´tape 1 :
On commence par utiliser la conservation de la norme du vecteur de Bloch pour poser
Sxj =sin φj cosαj (2.45a)
Syj =sin φj sinαj (2.45b)
Dj =cos φj , (2.45c)
ou` αj ∈ [0 2π[ et φj ∈ [0 π[. On peut alors re´e´crire l’e´nergie sous la forme :
Ne =
∑
j
Ω
p2j
2
+
γ
2
[
fx
∑
j
sinφj sin(θj − αj) + f y
∑
j
sinφj cos(θj − αj)
− bx
∑
j
sinφj sin(θj + αj) + b
y
∑
j
sin φj cos(θj + αj)
]
+
∆
√
γ
2
∑
j
cosφj .
(2.46)
On pose maintenant f = feiϕf , b = feiϕb , et q±j = θj ± αj. L’expression de l’e´nergie
se simplifie :
Ne =
∑
j
Ω
p2j
2
+
γ
2
[
f
∑
j
sinφj sin(q
−
j + ϕf)− b
∑
j
sinφj sin(q
+
j − ϕb)
]
+
∆
√
γ
2
∑
j
cosφj .
(2.47)
On peut donc choisir comme variable globale µ = (u, v, s1, s2, d, f, b), avec
u =
1
N
∑
j
p2j (2.48a)
v =
1
N
∑
j
pj (2.48b)
s1 =
1
N
∑
j
sin φj sin(q
−
j + ϕf) (2.48c)
s2 =
1
N
∑
j
sin φj sin(q
+
j − ϕb) (2.48d)
d =
1
N
∑
j
cosφj . (2.48e)
d repre´sente l’inversion de population moyenne, et s1 et s2 quantifient la cohe´rence
qui se de´veloppe entre la position des atomes et leur polarisation. Toutes les quantite´s
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conserve´es s’expriment a` l’aide de µ :
e =Ω
u
2
+
γ
2
(fs1 − bs2) +
∆
√
γ
2
d (2.49a)
σ =
C
γ
v +
1
4
(
f 2 − b2) (2.49b)
n =
2C√
γ
d+ f 2 + b2 . (2.49c)
La conservation des normes des vecteurs de Bloch a automatiquement e´te´ prise en
compte par la parame´trisation utilise´e.
E´tape 2 :
Il faut maintenant associer une entropie a` µ. La partie cine´tique se traite comme pour
le mode`le HMF :
scin(u, v) =
1
2
ln
(
u− v2) . (2.50)
La partie configurationnelle sconf(s1, s2, d) est un petit peu plus de´licate, mais ne
ne´cessite que l’application du the´ore`me de Crame´r :
Ψ(λ1, λ2, λ3) =
1
8π2
∫ π
0
sinφ dφ
∫ 2π
0
dα
∫ 2π
0
dθ eλ3 cosφ+sinφ(λ1 sin(θ−α+ϕf )+λ2 sin(θ+α−ϕb)) .
(2.51)
Apre`s changement de variables et inte´gration sur q+j et q
−
j , on obtient :
Ψ(λ1, λ2, λ3) =
1
2
∫ π
0
sin φ dφ eλ3 cosφI0(λ1 sin φ)I0(λ2 sinφ). (2.52)
L’entropie configurationnelle est alors :
sconf(s1, s2, d) = − max
λ1,λ2,λ3
[λ1s1 + λ2s2 + λ3d− lnΨ(λ1, λ2, λ3)] (2.53)
On voit que les phases des champs n’interviennent plus.
E´tape 3 :
On peut exprimer u, v et d a` l’aide de e, σ, n, s1, s2, f et b en utilisant les expressions
des quantite´s conserve´es pour obtenir un proble`me variationnel sans contraintes :
S(e, σ, n) = max
s1,s2,f,b
[
1
2
ln(u− v2) + sconf(s1, s2, d)
]
, (2.54)
avec
u =
2
Ω
e− 2γ
Ω
(fs1 − bs2)− ∆γ
2ΩC
n+
∆γ
2ΩC
(f 2 + b2) (2.55a)
v =
γ
C
σ − 1
4
(
f 2 − b2) (2.55b)
d =
√
γ
2C
(
n− f 2 − b2) . (2.55c)
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Ce proble`me d’optimisation doit a priori eˆtre re´solu nume´riquement. On peut ne´an-
moins essayer de pousser plus loin les calculs analytiques, en de´veloppant autour de
(s1, s2) = (0, 0) : si (s1, s2) = (0, 0) maximise l’entropie, aucune cohe´rence spatiale ne
se de´veloppe, et les ondes ne sont pas amplifie´es [95]. On suppose aussi que σ = 0
(quantite´ de mouvement totale nulle). On peut alors montrer que v = 0, f = b et s1 =
−s2. Pour une certaine gamme de parame`tres, le syste`me pre´sente une transition de
phase du deuxie`me ordre, lorsqu’on fait varier l’e´nergie e ou le nombre d’excitations n :
l’e´tat avec une onde d’amplitude ne´gligeable est favorable a` haute e´nergie ou a` bas n.
La figure 2.2 re´sume ce comportement. Le but de cet exemple est plutoˆt de montrer la
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Figure 2.2: Intensite´ d’e´quilibre de l’onde I = f 2 en fonction du nombre
d’excitations n. Le syste`me subit une transition de phase du deuxie`me ordre en
xc ∼ −0.75. Parame`tres : ∆ = 0, γ = C = Ω = 1. Quantite´s conserve´es : σ = 0,
e = 0.125.
puissance de la me´thode des grandes de´viations, meˆme pour des mode`les un peu plus
complique´s que les pre´ce´dents. Une analyse de´taille´e de la dynamique et de la physique
du syste`me serait bien suˆr ne´cessaire pour une ve´ritable application a` la physique des
lasers de type CARL. Nous ferons cette de´marche pour un laser a` e´lectrons libres, a`
la partie III.
2.3.4 Le mode`le d’Ising, avec interactions en 1/rα
Le proble`me
On n’a vu jusqu’ici que des mode`les pour lesquels les interactions sont inde´pendantes
de la distance. L’e´nergie s’exprime alors exactement a` l’aide de quelques variables glob-
ales. Ce n’est pas le cas pour beaucoup d’interactions physiquement inte´ressantes (en
1/r pour la gravite´, en ln r pour la turbulence en dimension 2). Les mode`les jouets avec
interactions de´croissant lentement avec la distance en 1/rα ont donc suscite´ un certain
inte´reˆt re´cemment [2, 3, 23, 31, 32]. Nume´riquement, Anteneodo et al. [3] ont montre´
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que le comportement thermodynamique de ces mode`les est inde´pendant de l’exposant
α, pour des conditions aux limites pe´riodiques et une fois qu’un re´e´chelonnement cor-
rect de l’e´nergie est choisi. Il ne s’agit pas seulement ici d’un comportement critique
identique, mais bien d’une correspondance parfaite sur toute la gamme d’e´nergie, ou
de tempe´rature selon l’ensemble choisi (les courbes magne´tisation/tempe´rature sont
identiques quel que soit α pour un mode`le d’Ising, par exemple).
Ils ont aussi e´te´ e´tudie´s en tant que candidats possibles a` l’application de la statis-
tique de Tsallis : certains auteurs ont soutenu que pour ces syste`mes non extensifs, le
nombre d’e´tats ne se comportait peut eˆtre pas de fac¸on exponentielle en N , le nombre
de degre´s de liberte´, et qu’il e´tait donc ne´cessaire de changer la de´finition habituelle
de l’entropie S = kB ln Ω [101].
Campa et al. [31], et inde´pendamment (dans un cadre plus ge´ne´ral) Vollmayr-Lee
et al. [110] ont re´solu ce type de mode`les dans l’ensemble canonique, expliquant en
partie l’invariance observe´e en fonction de α, et de´montrant que la statistique de Tsal-
lis ne pouvait en aucun cas s’appliquer a` la thermodynamique d’e´quilibre (canonique
au moins) de ces syste`mes. Ne´anmoins, leur me´thode ne permet pas d’obtenir des
solutions microcanoniques; or on sait que c’est important, puisque des ine´quivalences
d’ensembles peuvent survenir. Ainsi, Salazar et al. ont e´tudie´ tre`s re´cemment [101],
par des simulations Monte-Carlo microcanoniques, un syste`me avec interactions en
1/rα. Ils retrouvent l’invariance lorsque α varie de 0 a` la dimension du syste`me, et
le fait que le nombre d’e´tats est bien exponentiel en N . Pour clore le sujet, nous
donnons ici une solution microcanonique exacte du mode`le d’Ising a` une dimension,
en appliquant la me´thode d’Ellis. Il n’est pas difficile d’e´tendre les calculs a` un mode`le
sur re´seau quelconque, en dimension quelconque (dans [12] est donne´e la solution mi-
crocanonique de ce mode`le, mais l’exactitude du champ moyen n’y est pas de´montre´e
rigoureusement). Nous revenons ensuite sur l’invariance de la solution en fonction
de α, lorsque les conditions aux limites sont pe´riodiques. L’e´tude de ce mode`le sera
e´galement un moyen de mettre en e´vidence l’importance (intuitivement claire) des
conditions aux limites, lorsque les interactions sont a` longue porte´e.
Le Hamiltonien du mode`le d’Ising avec interactions en 1/rα est :
HN = −J
∑
i>j
SiSj
|i− j|α . (2.56)
Chaque spin peut prendre les valeurs ±1. Dans l’expression ci-dessus, on a choisi des
conditions aux limites libres; on peut aussi choisir des conditions pe´riodiques (spins
sur un cercle), en prenant pour |i−j| la plus petite distance le long du cercle entre i et j.
La solution
E´tape 1 :
Cette fois-ci, il n’est pas possible d’exprimer exactement HN a` l’aide d’un nombre
fini de variables re´elles. Il faut choisir une fonction comme variable globale, que nous
allons construire par coarse-graining.
On divise le re´seau en K boˆıtes, chacune contenant n = N/K sites, et on de´crit le
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syste`me par la magne´tisation moyenne dans chaque boˆıte. Dans la limite N → ∞,
K → ∞, K/N → 0, le syste`me est donc de´crit par une fonction continue m(x); on
choisit par commodite´ x ∈ [0, 1].
Il faut maintenant ve´rifier que l’on peut exprimer HN a` l’aide de m(x). Le calcul est
facile mais long, et est de´taille´ a` l’appendice A. On obtient le re´sultat suivant, pour
α < 1 :
HN = −N2−αJ
2
∫ 1
0
dx
∫ 1
0
dy
m(x)m(y)
|x− y|α + o(N
2−α) (2.57)
= H˜N [m(x)] + o(N
2−α),
l’estimation e´tant uniforme sur toutes les configurations, comme demande´ par les hy-
pothe`ses des the´ore`mes de Ellis et al. Ce re´sultat utilise bien suˆr de manie`re essentielle
l’hypothe`se α < 1.
Pour des conditions aux limites pe´riodiques, il faut le modifier le´ge`rement, en rem-
plac¸ant |x− y| par la plus petite distance, modulo 1, entre x et y.
E´tape 2 :
On veut e´tablir un principe de grande de´viation pour la variable globale m(x). De
fac¸on e´quivalente, il faut estimer la probabilite´ d’obtenir un certain profil m(x) a`
partir d’une configuration microscopique (Si)i=1...N , en supposant a` priori toutes les
configurations microscopiques e´quiprobables.
Conside´rons d’abord une seule boˆıte du coarse-graining; puisque la boˆıte contient n
sites, la magne´tisation dans cette boˆıte mk ve´rifie un principe de grande de´viation,
P (mk) ∝ ens(mk), avec
s(m) = −1 +m
2
log
1 +m
2
− 1−m
2
log
1−m
2
− log 2. (2.58)
Intuitivement, on peut donc e´crire la probabilite´ d’obtenir (m1, . . . , mn) sous la forme
P (m1, m2, . . . , mn) = P (m1)P (m2) . . . P (mn)
≃ ens(m1) . . . ens(mn)
≃ eN
R
1
0
s(m(x)) dx
≃ eS[m(x)]. (2.59)
S[m(x)] est alors la fonctionnelle d’entropie associe´ a` la variable globale m(x) que l’on
cherchait. Une nouvelle fois, les techniques de la the´orie des grandes de´viations perme-
ttent de justifier rigoureusement ces calculs [46]. Notons que s(m(x)) est une quantite´
d’ordre 1, qu’on inte`gre entre 0 et 1; la fonctionnelle S[m] est donc proportionnelle a`N .
E´tape 3 :
On peut maintenant e´crire facilement le proble`me variationnel associe´ a` l’ensemble
microcanonique :
S(e) = sup
m(x)
(
S[m(x)]
∣∣∣∣−J2
∫ 1
0
dx
∫ 1
0
dy
m(x)m(y)
|x− y|α = e
)
(2.60)
2.3. EXEMPLES 37
Il suffit d’introduire le multiplicateur de Lagrange β associe´ a` la contrainte pour
obtenir le proble`me variationnel canonique. Il s’agit ici d’une optimisation dans un
espace fonctionnel : cette dernie`re e´tape doit en ge´ne´ral eˆtre effectue´e nume´riquement.
Ne´anmoins, soulignons une nouvelle fois que la re´duction du proble`me statistique au
proble`me variationnel est exacte (dans la limite N →∞, H ∝ N2−α). Des exemples de
profils de magne´tisation pour des conditions aux limites libres sont donne´es figure 2.3.
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Figure 2.3: Profils de magne´tisations pour le mode`le d’Ising avec interactions
de´croissant en 1/rα. La densite´ d’e´nergie e = H/N2−α est fixe´e a` e = 0.1. Les
valeurs de α sont α = 0.2 (ligne continue), α = 0.5 (ligne pointille´e), α = 0.8 (ligne
tirete´e). Les conditions aux limites sont libres.
Puisque S[m] ∝ N , on a prouve´ par le calcul que l’entropie habituelle (S(e) est
l’entropie de Boltzmann) est bien proportionnelle a` N . Il est e´vident en inspectant la
me´thode que ceci n’est pas lie´ au mode`le particulier, et s’applique aussi au mode`le sur
lequel sont faites les simulations de la re´fe´rence [101].
Les calculs effectue´s sont rigoureux, mais il est toujours satisfaisant de ve´rifier sur une
simulation nume´rique qu’on ne s’est pas trompe´. Il est aussi inte´ressant de savoir a`
quelle vitesse la solution pour N fini converge vers la solution analytique N → ∞.
La figure 2.4 montre l’entropie en fonction de l’e´nergie pour le mode`le d’Ising avec
α = 0.8, et des conditions aux limites pe´riodiques. La convergence est de´ja` excellente
pour N ∼ 500− 1000.
L’invariance en fonction de α
Revenons maintenant sur l’autre point discute´ dans la litte´rature : l’invariance du
comportement d’e´quilibre en fonction de α, pour des conditions aux limites pe´riodiques
et pour un re´e´chelonnement bien choisi de l’e´nergie. Cette invariance a e´te´ observe´e
nume´riquement [3], puis prouve´e analytiquement dans le cadre canonique [31, 110].
On va ici la montrer dans le cadre microcanonique, ce qui apporte une information
lorsque les ensembles ne sont pas e´quivalents.
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Figure 2.4: Courbe de l’entropie en fonction de l’e´nergie pour le mode`le d’Ising, α =
0.8, conditions aux bords pe´riodiques. Les courbes tirete´e (N = 34) et pointille´e
(N = 100) sont obtenues par une me´thode Monte-Carlo microcanonique. La courbe
continue est la solution the´orique. Pour N ≃ 1000 et au dela`, les courbes nume´riques et
the´orique se superposent parfaitement. Nous remercions chaleureusement R. Salazar
pour avoir bien voulu nous fournir les donne´es issues de ses calculs nume´riques.
On doit re´soudre (2.60), avec des conditions aux limites pe´riodiques : on remplace
donc |x − y|α par d(x, y)α, ou` d(x, y) de´signe la plus petite distance entre x mod 1
et y mod 1. Par exemple d(0.2, 0.9) = 0.3. On pourrait choisir d’autres types de
conditions aux limites pe´riodiques, en conside´rant par exemple les interactions d’un
spin avec toutes ses images; nous choisissons celle-ci qui a e´te´ couramment utilise´e
re´cemment dans la litte´rature. On e´crit l’e´nergie sous la forme h = H/N˜ = (m,Lm)
(produit scalaire dans L2 ([0, 1])), avec N˜ = CN2−α (C est une constante que nous
allons choisir plus tard), et
[Lm] (x) =
∫ 1
0
m(y)
d(x, y)α
dy. (2.61)
Les extrema de l’e´quation (2.60) donnant la solution microcanonique du proble`me
ve´rifient donc, en introduisant un parame`tre de Lagrange β, qui doit eˆtre choisi pour
assurer la conservation de l’e´nergie :
δS
δm(x)
= β
δh
δm(x)
. (2.62)
Cette e´quation se re´e´crit
tanh (m(x)) =
βJ
C
∫ 1
0
m(y)
d(x, y)α
dy. (2.63)
Le profil d’e´quilibre de´pend a priori fortement du choix de α (voir les exemples de
profils pour des conditions au bord libres repre´sente´s figure 2.3). Cependant, pour
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des conditions aux limites pe´riodiques, il est facile de voir que le membre de droite
de l’e´quation (2.63) est en re´alite´ inde´pendant de x, e´gal a` une constante D; donc
les profils m(x) = m homoge`nes sont solutions de (2.63), pourvu qu’ils satisfassent
l’e´quation
tanh(m) = βJm, (2.64)
ou` on a choisi C = D. Cette e´quation est la meˆme quel que soit α, et en particulier
c’est celle du cas purement champ moyen α = 0. Ceci explique 2 l’invariance de la
solution en fonction de α. Toutefois, ce re´sultat de´pend essentiellement des conditions
aux limites pe´riodiques utilise´es, qui ne sont pas tre`s re´alistes : la porte´e physique
du re´sultat paraˆıt donc tre`s limite´e. D’un point de vue formel cependant, puisque ce
re´sultat est valable pour tous les syste`mes sur re´seau (la justification est la meˆme que
pour le mode`le d’Ising traite´ ici), il permet d’affirmer que les solutions exactes obtenues
a` α = 0 se ge´ne´ralisent a` α 6= 0, moyennant une renormalisation de l’e´nergie : c’est le
cas du mode`le BEG par exemple. On dispose ainsi d’un “re´servoir” de mode`les re´solus
pour toute valeur de α plus petite que la dimension.
2.4 Remarques sur la me´thode des grandes de´via-
tions
En raison du caracte`re non additif des syste`mes qu’elle e´tudie, la physique statistique
des interactions a` longue porte´e est parfois conside´re´e comme proble´matique du point
de vue conceptuel. Nous essayons de clarifier ce proble`me de non additivite´, qui se
manifeste par exemple dans les scalings inhabituels que nous avons duˆ employer dans
les sections pre´ce´dentes (H/N2 = cste pour le mode`le de Potts, H/N2−α = cste pour
le mode`le d’Ising...). Par la suite, nous essayons de pre´ciser les limites de la me´thode
des grandes de´viations telle qu’elle est pre´sente´e plus haut : elle ne peut s’appliquer a`
tous les syste`mes avec interactions a` longue porte´e. Nous terminons cette section par
une petite digression vers l’approche de type “potentiel de Kac”.
2.4.1 Le proble`me du scaling
La the´orie des grandes de´viations permet d’obtenir des solutions exactes lorsque N →
∞, dans une certaine limite de scaling : par exemple lorsqu’on garde H/N2−α constant
dans le cas du mode`le d’Ising avec exposant α. En re´alite´, on s’inte´resse en physique a`
des syste`mes souvent tre`s grands, mais finis. Pour utiliser ces re´sultats asymptotiques,
il faut donc calculer la valeur du parame`tre de scaling e pour le syste`me a` e´tudier
(par exemple e = H/N2−α), obtenir la solution a` N → ∞ pour cette valeur e du
parame`tre de scaling, et espe´rer que les effets de taille finie ne changent pas trop le
re´sultat. Se pose alors une question importante : si on choisit un autre parame`tre
2Cette de´monstration n’est pas vraiment rigoureuse : il faudrait ve´rifier qu’il n’existe pas de
solution non homoge`ne de l’e´quation (2.63), qui ait une entropie plus e´leve´e que celle de la solution
homoge`ne.
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de scaling a` garder constant lorsque N → ∞, par exemple e0 = H/N , on pourrait
obtenir des re´sultats diffe´rents, et on fera donc une pre´vision diffe´rente pour notre
syste`me a` N fini. Par exemple, si on fixe pour le mode`le d’Ising avec interactions en
1/rα, e0 = H/N , on en conclura que pour N →∞, le profil de magne´tisation m(x) est
nul (pour tout e0). Pourtant, le syste`me a` N fini n’a bien suˆr qu’une seule physique
statistique. Laquelle est la bonne ?
En fait, plus qu’un re´sultat pour N → ∞, ce qui est important physiquement c’est
d’obtenir un re´sultat qui de´pend peu de N : on pourra alors l’appliquer sans crainte
a` des syste`mes finis. Prenons l’exemple du mode`le d’Ising. Une fois le parame`tre de
scaling e = H/N2−α fixe´, N a disparu du proble`me; il est donc vraisemblable que
le re´sultat final de´pendra peu de N , comme espe´re´. Tout autre choix du scaling ne
permettrait pas d’e´liminer N du proble`me, et le re´sultat obtenu serait beaucoup plus
sensible a` la valeur de N . Il y a donc un scaling naturel pour le syste`me, et une seule
pre´diction de la physique statistique; ce scaling est seulement diffe´rent de la limite
thermodynamique habituelle pour des syste`mes avec interactions a` courte porte´e. Pour
des syste`mes sur re´seau de dimension D, ce scaling est donne´ par H ∼ N2−α/D. Pour
des syste`mes hors re´seau, il faut eˆtre un petit peu plus pre´cis : on prend un volume
fixe´, avec N particules identiques; on conside`re une e´nergie d’interaction a` deux corps,
proportionnelle au produit des masses des deux corps (ce peut eˆtre bien suˆr aussi des
charges e´lectriques, des charges de vorticite´...). On suppose la masse totale M fixe´e;
l’e´nergie potentielle totale est de la forme :
Ep =
M2
N2
∑
i,j
V (|~ri − ~rj |) . (2.65)
On prend alors la limite N → ∞. Pour un syste`me continu comme un e´coulement
bidimensionnel, cette limite est tout a` fait naturelle. En effet, la me´canique statistique
de l’e´quation d’Euler en dimension deux s’obtient en discre´tisant le domaine conside´re´,
et en faisant tendre le pas de discre´tisation vers 0 : ainsi, dans un domaine fini fixe´, on
conside`re un nombre tendant vers l’infini de cellules dont la taille (donc la vorticite´, ou
la masse dans la terminologie ci-dessus) tend vers 0. Lorsqu’on approxime l’e´quation
d’Euler par un syste`me discret de points vortex, c’est donc bien aussi cette limite qui est
naturelle. Si on s’inte´resse a` un proble`me intrinse`quement discret, comme un plasma,
ou une galaxie, ce scaling correspond a` la limite d’un syste`me comprenant une infinite´
de constituants, tout en maintenant constant des parame`tres comme l’e´chelle de temps
microscopique (la pulsation plasma par exemple : voir [5], et aussi le mode`le HMF au
paragraphe 2.3.2). Ce scaling spe´cifique se manifeste parfois par la renormalisation
de la constante d’interaction par un facteur de´pendant de N (voir le paragraphe 2.3.2
par exemple, ou, pour un syste`me auto-gravitant, par l’introduction d’un parame`tre
de scaling e = HR/GM2, ou` H et M sont l’e´nergie et la masse totales, R le rayon du
syste`me et G la constante gravitationnelle) : il s’agit en fait a` chaque fois de la meˆme
de´marche. Un certain nombre de simulations nume´riques se sont attache´es a` ve´rifier
la validite´ de ce scaling, sur des mode`les plus complique´s que le mode`le d’Ising [23],
ainsi que sur les syste`mes auto-gravitants [69, 96].
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En conclusion, de`s que l’on utilise un scaling rendant l’e´nergie pseudo extensive
(par renormalisation de l’interaction, ou en fixant e = H/N comme dans le mode`le α-
Ising), le champ moyen est justifie´ (parfois par une de´monstration rigoureuse, parfois
par un argument plus heuristique). Cependant, le scaling a` utiliser pour un proble`me
a` longue porte´e donne´, et donc la validite´ du champ moyen, peut de´pendre du re´gime
physique que l’on veut explorer : un exemple est donne´ au paragraphe suivant.
2.4.2 Limites de la me´thode des grandes de´viations
Nous avons passe´ jusqu’ici sous silence un certain nombre de syste`mes avec interactions
a` longue porte´e pour lesquels la me´thode des grandes de´viations ne marche pas, et dont
l’e´tude statistique ne peut se re´duire a` un proble`me variationnel de type champ moyen.
Telle que nous l’avons pre´sente´e a` la section 2.2, la me´thode des grandes de´viations
repose sur l’introduction de variables globales pour le syste`me, ou, au moins, de vari-
ables moyenne´es localement a` gros grains : magne´tisation moyenne, e´nergie cine´tique
totale...Cette description permet de de´crire les structures a` grande e´chelle, dont la
taille est du meˆme ordre de grandeur que la taille totale du syste`me. Elle est donc
inope´rante lorsque les phe´nome`nes inte´ressants ont lieu a` l’e´chelle microscopique. Cela
peut notamment eˆtre le cas en pre´sence de forces re´pulsives a` longue porte´e; l’approche
champ moyen, ou grandes de´viations, pre´voit alors souvent comme e´quilibre statis-
tique l’absence de structure a` grande e´chelle et les e´ventuels effets inte´ressants a` petite
e´chelle doivent eˆtre e´tudie´s autrement. Un exemple est donne´ par les mode`les d’Ising
attractifs a` courte porte´e, et re´pulsifs a` longue porte´e e´tudie´s par Tarjus et al. [105].
La cre´ation de structures a` grande e´chelle couˆterait une e´nergie infinie du fait de la
re´pulsion a` longue porte´e, qui joue ici presque le roˆle d’une contrainte. La compe´tition
entre re´pulsion et attraction fait naˆıtre des structures inte´ressantes (alternance de
bandes magne´tise´es + et −, d’une largeur de quelques sites), compatibles avec une
magne´tisation nulle a` grande e´chelle, et qui ne sont bien suˆr pas capture´es par la
me´thode expose´e plus haut. Bien que posse´dant une interaction a` longue porte´e, ce
syste`me est en fait additif. C’est un exemple ou` le scaling “champ moyen” n’est pas
pertinent physiquement (voir paragraphe pre´ce´dent 2.4.1).
Des mode`les avec interactions a` longue porte´e (infinie en fait) ont e´galement e´te´ intro-
duits dans le cadre de la physique des syste`mes de´sordonne´s. Un exemple ce´le`bre est
le mode`le de Sherrington-Kirkpatrick pour les verres de spins. Pour ces mode`les non
plus, la me´thode des grandes de´viations, telle qu’elle est de´crite plus haut en tout cas,
n’est pas directement applicable. En effet, la recherche d’une variable globale pour
de´crire ces syste`mes est, malgre´ la porte´e infinie des interactions, tre`s difficile.
2.4.3 Lien avec les potentiels de Kac
Le fait que des interactions a` porte´e tendant vers l’infini (par rapport a` l’e´chelle micro-
scopique), mais a` intensite´ tendant vers 0, conduisent a` une description champ moyen
exacte d’un syste`me est connu depuis longtemps. C’est l’ide´e de base des potentiels
de Kac, de la forme [71] :
Vγ(r) = −γ exp (−γr) (2.66)
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ou` γ est un parame`tre mesurant la porte´e et l’intensite´ de l’interaction, de telle sorte
que
∫
Vγ(r) dr = cste. Ces potentiels n’ont pas e´te´ introduits pour e´tudier les in-
teractions a` longue porte´e, mais au contraire pour disposer de mode`les exactement
solubles de syste`mes a` courte porte´e. En effet, en prenant d’abord la limite d’une
taille infinie du syste`me L → ∞, puis d’une porte´e infinie de l’interaction γ → 0,
on de´crit un syste`me dont les interactions sont a` porte´e infiniment grandes a` l’e´chelle
microscopique, mais infiniment courtes par rapport a` la taille du syste`me; elles ne sont
donc pas a` longue porte´e selon la de´finition que nous avons adopte´e (en particulier,
ces syste`mes avec potentiels de Kac sont additifs, et ne pre´sentent pas d’ine´quivalence
d’ensembles). Ces techniques de potentiels de Kac ont fourni par exemple le premier
mode`le pour lequel une transition de phase liquide-gaz de type Van der Waals a pu
eˆtre prouve´e exactement (Lebowitz et Penrose [84]). On peut penser que des me´thodes
fonde´es sur la the´orie des grandes de´viations permettent de retrouver certains re´sultats
obtenus avec les potentiels de Kac, en effectuant les limites dans l’autre sens : d’abord
L→∞ avec γ/L = cste (pour permettre l’utilisation d’une moyenne a` gros grains et
les outils des grandes de´viations), puis γ/L→ 0, pour explorer le meˆme re´gime (porte´e
des interactions infiniment longue par rapport a` l’e´chelle microscopique, et infiniment
courte a` l’e´chelle macroscopique); ces questions sont discute´es a` l’aide d’autres outils
dans la re´fe´rence [110].
2.5 Revue de re´sultats
On a vu dans les sections pre´ce´dentes que la the´orie des grandes de´viations fournit
une me´thode puissante, a` la fois de de´monstration et de calcul, pour un grand nombre
de syste`mes avec interactions a` longue porte´e. Pour des syste`mes plus complique´s,
et plus re´alistes, que ceux traite´s jusqu’ici, par exemple des particules hors re´seau,
appliquer la the´orie des grandes de´viations est beaucoup moins imme´diat. Beaucoup
de ces syste`mes ne sont traite´s qu’en introduisant explicitement une approximation de
champ moyen, conduisant a` des proble`mes variationnels du type (2.19) ou (2.23); les
re´sultats exacts connus de´montrent l’exactitude de cette approche champ moyen (pour
N →∞ et un scaling adapte´ de l’e´nergie), et on peut conjecturer que dans les autres
cas, le champ moyen est soit exact, soit une excellente approximation. Nous essayons
dans les paragraphes qui suivent de passer en revue les principaux re´sultats connus
concernant les diffe´rents domaines d’application : les syste`mes auto-gravitants, la tur-
bulence bidimensionnelle et la physique des plasmas. En particulier, nous soulignons
que dans tous les cas, le proble`me statistique se rame`ne a` un proble`me variationnel.
2.5.1 Syste`mes auto-gravitants
Il est presque imme´diat de montrer qu’un syste`me de points mate´riels auto-gravi-
tants dans un volume donne´ a un espace des phases accessible infini : en raison de
la divergence a` courte distance, le syste`me a tendance a` se concentrer infiniment tout
en augmentant son e´nergie cine´tique (voir par exemple [94]). Il n’y a donc en toute
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rigueur aucun e´quilibre possible, et le proble`me est hors e´quilibre. On peut ne´anmoins
e´crire des proble`mes variationnels champ moyen du type (2.19) ou (2.23) : utilisons
comme parame`tre d’ordre la fonction de distribution dans l’espace des phases a` une
particule (6 dimensions) f(x,p). On peut alors de´finir une fonctionnelle d’entropie
s[f ] = −
∫
dx
∫
dp f ln f (2.67)
et e´crire une approximation pour l’e´nergie (apre`s renormalisations approprie´es) :
h[f ] =
∫
dx
∫
dp
p2
2
f(x,p)− g
∫
dxdy
ρ(x)ρ(y)
|x− y| . (2.68)
On est ramene´ a` un proble`me d’optimisation sur f , mais la re´duction n’est cette
fois-ci pas rigoureuse. La divergence de la fonction de partition canonique ou micro-
canonique se manifeste alors par le fait qu’il n’existe pas d’optimum global pour ces
proble`mes d’optimisation sur f , meˆme s’il peut dans certains cas exister un optimum
local, me´tastable (voir [94] pour une discussion de´taille´e).
On peut re´soudre cette difficulte´ de plusieurs fac¸ons. Une premie`re me´thode con-
siste a` conside´rer la me´canique statistique, non pas du syste`me particulaire, mais de
l’e´quation de Vlasov-Poisson associe´e. C’est une bonne approximation de la dynamique
re´elle sur des temps “courts” (voir partie II); de plus, comme cette notion de temps
courts de´pend du nombre de particules implique´es, l’e´quation de Vlasov-Poisson peut
eˆtre pertinente pour de´crire la dynamique des galaxies [35, 87]. Dans ce cas, Michel et
Robert ont justifie´ rigoureusement la re´duction de la me´canique statistique du syste`me
a` un proble`me variationnel, en utilisant les grandes de´viations [90, 100].
Une autre me´thode consiste a` introduire explicitement une re´gularisation de l’interaction
a` courte distance. Je ne connais pas alors de de´monstration rigoureuse de la validite´
du champ moyen utilisant la the´orie des grandes de´viations, ou une autre technique,
a` moins que la re´gularisation ne soit introduite explicitement par l’interme´diaire d’un
re´seau : on peut alors se ramener au cas du mode`le d’Ising du paragraphe 2.3.4.
Des justifications sans re´seau convaincantes fonde´es sur les inte´grales de chemin sont
donne´es par Horwitz et Katz [62] et plus re´cemment par De Vega et Sanchez [43].
Kiessling [77] donne une fonctionnelle d’entropie un petit peu diffe´rente a` maximiser
sous contraintes. Dans tous les cas, le champ moyen re´duit a` nouveau la me´canique
statistique a` des proble`mes variationnels du type (2.19) et (2.23). Ces proble`mes ont
e´te´ e´tudie´s en de´tail (voir par exemple [36, 94] pour des revues).
2.5.2 Turbulence bidimensionnelle
Une premie`re approche statistique de la turbulence bidimensionnelle, due a` Onsager
[93], consiste a` discre´tiser le flot continu par un nombre fini de points vortex, avec une
interaction logarithmique entre eux. Messer et Spohn [89] obtiennent de fac¸on ge´ne´rale
la solution canonique de mode`les de type “points vortex”, sous la forme d’un proble`me
variationnel, mais pour un potentiel non singulier (leurs re´sultats sont donc pertinents
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pour des interactions gravitationnelles ou dans un plasma re´gularise´es). Kiessling [75]
e´tend leur re´sultats au cas singulier, mais inte´ressant pour les vortex, de l’interaction
logarithmique; Eyink et Spohn [52] traitent le cas de l’ensemble microcanonique, et
Kiessling et Lebowitz [78] s’inte´ressent au proble`me de l’ine´quivalence des ensembles.
Pour tous ces travaux, les re´sultats sont obtenus rigoureusement. Notons qu’il n’y
a pas dans ce cas de divergence de la fonction de partition microcanonique : en ef-
fet, bien que l’interaction soit e´galement singulie`re a` courte distance, la conservation
de l’e´nergie et l’absence d’e´nergie cine´tique empeˆchent deux vortex d’eˆtre infiniment
proches l’un de l’autre.
Au lieu de conside´rer des points-vortex, il est aussi possible, et cela donne en pratique
de meilleurs re´sultats, de conserver le caracte`re continu du flot. La dynamique posse`de
alors un nombre infini de quantite´s conserve´es (Casimirs), de meˆme que l’e´quation de
Vlasov des syste`mes auto-gravitants 3. Michel et Robert [90, 100] ont justifie´ l’approche
champ moyen dans ce cas; Ellis et ses collaborateurs ont ge´ne´ralise´ la me´thode [45, 46]
(c’est une version heuristique de cette me´thode qui a e´te´ explique´e section 2.2).
Les solutions des proble`mes variationnels obtenus (du type (2.19) et (2.23)) ont e´gale-
ment e´te´ e´tudie´es en de´tail dans un certain nombre de situations : e´coulement bidimen-
sionnel incompressible [91, 99], flot quasi-ge´ostrophique [24, 25], mode`le Shallow-Water
en rotation [37].
2.5.3 Physique des plasmas
L’interaction Coulombienne est e´videmment a` longue porte´e, mais la situation pour
les plasmas est en ge´ne´ral tre`s diffe´rente de celle de syste`mes gravitationnels, du fait de
l’e´crantage possible des charges (voir le paragraphe 2.4.2). En fait, comme explique´ en
introduction, l’interaction a` longue porte´e pour les plasmas n’est pas toujours directe-
ment l’interaction Coulombienne : elle peut apparaˆıtre dans une description effective
du syste`me qui prend en compte les diffe´rentes e´chelles de temps. Antoni et al. cal-
culent explicitement cette description effective, a` partir d’un plasma unidimensionnel
avec interactions Coulombiennes re´pulsives [5]. Ils conside`rent d’un cote´ les particules
du bulk, qu’ils de´crivent collectivement en termes d’ondes de Langmuir, et de l’autre
les particules re´sonantes avec ces ondes de Langmuir, traite´s de fac¸on individuelle. Ils
obtiennent un Hamiltonien effectif couplant M ondes a` N particules re´sonantes. Les
ondes elles meˆmes fournissent un couplage global, si bien que la description effective
est a` longue porte´e et la me´canique statistique d’e´quilibre conduit aux proble`mes vari-
ationnels habituels (voir [55] pour le cas a` une onde).
De fac¸on similaire, Joyce et Montgomery [70], ainsi que Smith et O’Neil [103], e´tudient
une description effective d’un plasma par des mode`les de points vortex, semblables a`
ceux de la turbulence bidimensionnelle. L’analyse statistique de ces mode`les conduit
donc a` des proble`mes variationnels de type (2.19) et (2.23).
Le mode`le des oscillateurs de Coulomb, qui contient une re´pulsion e´lectrostatique et un
potentiel quadratique confinant, en deux dimensions, de´crit la dynamique de faisceaux
3Les travaux de Chavanis notamment ont mis en e´vidence et de´veloppe´ cette analogie entre turbu-
lence bidimensionnelle et syste`mes stellaires, sous tendue par l’analogie mathe´matique entre l’e´quation
d’Euler pour la vorticite´ et l’e´quation de Vlasov-Poisson [33].
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dans les acce´le´rateurs de particules [18]. Les structures d’e´quilibre microcanoniques
et canoniques peuvent eˆtre de´crites, dans un cadre champ moyen, par des proble`mes
variationnels de type (2.19) et (2.23), dont il doit eˆtre possible de donner une justifi-
cation rigoureuse.
Citons e´galement l’e´tude de Kiessling et Neukirch [79] d’un plasma toro¨ıdal auto-
confine´, dans lequel l’interaction entre les filaments de courant est a` longue porte´e.
Ces auteurs de´finissent une fonctionnelle d’entropie et la maximisent, concluant a` la
pre´sence de zones de chaleur spe´cifique ne´gative.
Ceci termine cette tre`s rapide revue des applications de la me´canique statistique
d’e´quilibre des interactions a` longue porte´e, ainsi que des re´sultats exacts et approche´s
obtenus dans les diffe´rents domaines. Dans tous les cas, la me´canique statistique
d’e´quilibre peut se re´duire a` l’e´tude de proble`mes variationnels de type (2.19) et (2.23).
Ceci justifie l’e´tude ge´ne´rale de ces proble`mes variationnels dans les parties suivantes.
Chapter 3
E´tude ge´ne´rale des proble`mes
variationnels et classification des
transitions de phases
3.1 E´tude ge´ne´rale des proble`mes variationnels
On a vu que l’e´tude des e´tats d’e´quilibre des syste`mes avec interactions a` longue porte´e
pouvait se re´duire, dans un grand nombre de cas, a` deux proble`mes variationnels, pour
l’ensemble microcanonique et pour l’ensemble canonique (l’e´tude d’autres ensembles
statistiques conduirait bien suˆr a` d’autres proble`mes variationnels similaires). Ceci
trace le chemin pour une e´tude ge´ne´rale de la me´canique statistique d’e´quilibre de ces
syste`mes, c’est a` dire inde´pendamment du contexte physique, de manie`re a` obtenir des
conclusions ge´ne´rales sur les deux ensembles et les liens entre eux. Nous rassemblons
d’abord dans cette partie les re´sultats de´ja` obtenus dans cette voie. La partie suivante
3.2 sera consacre´e a` notre propre contribution.
Rappelons pour commodite´ ici les deux proble`mes variationnels, microcanonique :
S(e) = sup
µ
(s(µ) | h(µ) = e) , (3.1)
et canonique :
F (β) = inf
µ
(−s(µ) + βh(µ)) . (3.2)
3.1.1 Ine´quivalence d’ensembles
Il semble connu depuis longtemps que l’ine´quivalence d’ensembles est directement relie´e
a` la non concavite´ de la courbe de l’entropie en fonction de l’e´nergie S(e); les auteurs
de [78] utilisent par exemple cela comme de´finition de l’ine´quivalence d’ensembles.
Nous adopterons une de´finition plus intuitive : les deux ensembles sont e´quivalents si
a` chaque e´tat d’e´quilibre microcanonique solution de (3.1), µm(e), correspond un e´tat
d’e´quilibre canonique, µc(β), solution de (3.2), et re´ciproquement. A` partir de cette
de´finition, et des deux proble`mes variationnels, nous allons montrer :
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1. Un e´tat d’e´quilibre canonique µc(β) est toujours un e´tat d’e´quilibre microcanon-
ique pour une certaine e´nergie e.
2. Un e´tat d’e´quilibre microcanonique µm(e) est un e´tat d’e´quilibre canonique pour
un certain β si, et seulement si, la fonction S(e) co¨ıncide au point e avec son
enveloppe concave.
La premie`re preuve pre´cise de ce re´sultat a e´te´ donne´e par Ellis et al. [46]. Nous
donnons dans ce qui suit une version simplifie´e de la preuve. Au paragraphe suivant,
nous comple´terons l’e´tude par l’analyse de la me´tastabilite´.
De´monstration :
On peut tout d’abord remarquer que les proble`mes (3.1) et (3.2) sont e´troitement lie´s :
le proble`me canonique est simplement obtenu a` partir du proble`me microcanonique
en libe´rant la contrainte par l’interme´diaire d’un nouveau parame`tre exte´rieur β. Les
conditions d’extre´malite´ au premier ordre sont les meˆmes dans les deux cas : −ds +
βdh = 0 (ds et dh repre´sentent respectivement les diffe´rentielles des fonctionnelles
entropie et e´nergie). Dans le cas microcanonique, β est un multiplicateur de Lagrange
a` de´terminer en utilisant la contrainte, dans le cas canonique, c’est un parame`tre libre.
Les deux proble`mes ont donc les meˆmes extrema, mais on ne sait rien a` priori sur le
type de ces extrema : maximum, minimum, global, local, point selle...C’est la` que
re´side tout le proble`me.
De´finissons la transforme´e de Legendre d’une fonction S(e) par
S∗ (β) = inf
e
{βe− S(e)} . (3.3)
Nous utilisons dans la suite un re´sultat classique sur les transforme´es de Legendre : la
double transforme´e de Legendre d’une fonction, S∗∗, est e´gale a` l’enveloppe concave
de la fonction de de´part S [44]. Donc S∗∗ = S si et seulement si S est concave.
Prouvons d’abord que F est la transforme´e de Legendre de S. Pour cela, effectuons la
minimisation de (3.2) en deux temps, en se restreignant d’abord a` chaque “surface”
d’e´nergie constante : F (β) = infe infµ {−s(µ) + βh(µ) | h(µ) = e} . En utilisant la
de´finition de S, on obtient F (β) = infe {βe− S(e)}, c’est a` dire F = S∗.
Montrons maintenant le point 1 : un e´tat d’e´quilibre canonique µc pour un certain β est
toujours un e´tat d’e´quilibre microcanonique pour l’e´nergie correspondante e = h(µc).
Il suffit pour cela de montrer que S(e) = s(µc). Par de´finition de S, on a S(e) ≥ s(µc).
D’autre part, comme µc est un e´quilibre canonique associe´ a` l’inverse de la tempe´rature
β, F (β) = βe − s(µc). En utilisant le fait que F est la transforme´e de Legendre de
S, on a aussi F (β) ≤ βe − S(e). On en de´duit donc que S(e) ≤ s(µc), et finalement
S(e) = s(µc), ce qui termine la de´monstration du point 1.
Un e´quilibre canonique est donc toujours un e´quilibre microcanonique. La re´ciproque
est fausse, comme l’indique le point 2 : un e´quilibre microcanonique µm pour une
certaine e´nergie e est aussi un e´quilibre canonique si et seulement si S est e´gale a` son
enveloppe concave au point e, c’est a` dire S(e) = S∗∗(e).
Montrons d’abord que c’est une condition suffisante, et supposons donc que S(e) =
S∗∗(e). Alors S(e) = infλ {λe− F (λ)}. On prend β comme e´tant une valeur de λ
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pour laquelle cet infimum est atteint. Alors S(e) = βe−F (β). Or µm est un e´quilibre
microcanonique, donc S(e) = s (µm). Finalement, on obtient F (β) = −s(µm) +
βh(µm), ce qui prouve que µm est bien un e´quilibre canonique.
On suppose maintenant que S(e) 6= S∗∗(e), c’est a` dire S(e) < S∗∗(e), puisque S∗∗ est
toujours l’enveloppe concave de S. Alors pour tout λ, F (λ) < λh(µm) − s(µm) : µm
ne peut donc eˆtre une solution canonique pour aucune tempe´rature.
Nous terminons ainsi la de´monstration des points 1 et 2; le proble`me de l’ine´quivalence
d’ensembles est ainsi ramene´ a` l’e´tude de la concavite´ de la fonction S. Ne´anmoins, il
est inte´ressant de pousser l’analyse plus loin, et de s’inte´resser aux e´tats me´tastables
canoniques et microcanoniques et a` leurs liens.
3.1.2 E´tats me´tastables
On appellera e´tat me´tastable microcanonique (resp. canonique) un maximum local de
la fonctionnelle d’entropie sous contrainte (resp. un minimum local de la fonctionnelle
d’e´nergie libre). Ces e´tats me´tastables jouent un roˆle un petit peu marginal dans les
syste`mes avec interactions a` courte porte´e : par exemple, on ne peut pas descendre
tre`s en dessous de 0 degre´ sans que l’eau ge`le, et une petite perturbation suffit a`
de´clencher la solidification. La situation change totalement en pre´sence d’interactions
a` longue porte´e. En effet, le passage de l’e´tat me´tastable a` l’e´tat stable ne´cessite un
re´arrangement global du syste`me, et non plus seulement un re´arrangement local qui
pourrait se propager (un germe de glace, ou une bulle de vapeur qui auraient atteint
la taille critique). Les e´tats me´tastables sont donc en re´alite´ extraordinairement sta-
bles (leur temps de vie augmente exponentiellement avec N [81]), et ne perdent leur
inte´reˆt thermodynamique que lorsqu’ils se de´stabilisent (point spinodal), c’est a` dire
deviennent un point selle au lieu d’un extremum local. Il est donc important du point
de vue pratique d’e´tudier ces e´tats me´tastables.
Les deux premiers re´sultats ci-dessous permettent d’e´tudier la stabilite´ locale d’une
solution (ils forment le the´ore`me de Katz [74]); le troisie`me, une ge´ne´ralisation de la
construction de Maxwell est utile pour de´terminer la stabilite´ globale, et donc le point
de la transition thermodynamique re´elle :
1. On conside`re la courbe β(e) obtenue par solution de l’e´quation −ds + βdh = 0;
cette courbe repre´sente les e´tats d’e´quilibre canoniques et microcanoniques, mais
aussi les e´tats me´tastables et tous les points selles des proble`mes variationnels
(3.1) et (3.2). A` chaque fois que cette courbe passe dans le sens trigonome´trique
un point avec tangente verticale, l’e´tat microcanonique correspondant perd un
mode de stabilite´ . Il en regagne un lorsque ce passage est dans le sens an-
titrigonome´trique.
2. De meˆme, a` chaque fois que la courbe β(e) passe dans le sens trigonome´trique
(resp. antitrigonome´trique) un point avec tangente horizontale, l’e´tat canonique
correspondant perd (resp. gagne) un mode de stabilite´.
3. La construction de Maxwell bien connue dans le cas canonique pour de´terminer
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le point de transition de phase est valable e´galement dans l’ensemble micro-
canonique (la transition est alors bien suˆr a` une e´nergie donne´e au lieu d’une
tempe´rature donne´e).
β
eA B C
Figure 3.1: Illustration sche´matique de la me´thode de Katz pour de´terminer la stabilite´
locale des solutions canonique et microcanonique. On suppose que la branche a` gauche
de la figure est stable. Alors l’e´tat repre´sente´ par la courbe β(e) se de´stabilise dans
l’ensemble canonique au point A, et dans l’ensemble microcanonique au point C; il
perd un deuxie`me mode de stabilite´ canonique au point B. Par la suite, il regagne ce
mode de stabilite´, puis redevient stable microcanoniquement au passage de la seconde
tangente verticale, et enfin redevient stable canoniquement au passage de la dernie`re
tangente horizontale. Les droites pointille´es repre´sentent les transitions canonique et
microcanonique (voir figure 3.2).
Perdre un mode de stabilite´ signifie par exemple passer d’une situation d’extremum
local a` un point selle avec une direction instable. Les deux premiers re´sultats (c’est a`
dire le the´ore`me de Katz) permettent donc, au vu de la courbe comple`te β(e) (c’est
a` dire donne´e par toutes les solutions de −ds + βds = 0) de connaˆıtre les points de
de´stabilisation. Un exemple sche´matique est donne´ a` la figure 3.1. En application,
on peut, sur la figure 1.3 pour le mode`le BEG, de´terminer les points auxquels les
solutions canoniques ou microcanoniques se de´stabilisent. On voit aussi la` une limite
du the´ore`me : en cas de bifurcation (transition du deuxie`me ordre), on ne peut plus
de´terminer si facilement la stabilite´. Les points 1 et 2 sont montre´s dans [74]; nous
donnons une de´monstration fonde´e sur la ge´ome´trie diffe´rentielle, valable en dimension
finie, dans [16]. Nous ne re´pe´terons pas ces preuves ici.
Le troisie`me point en revanche concerne la stabilite´ globale : il permet de de´terminer
la tempe´rature, ou l’e´nergie, a` laquelle deux extrema globaux coexistent et e´changent
leur stabilite´ : c’est le ve´ritable point de transition thermodynamique.
De´montrons le point 3, c’est a` dire la construction de Maxwell dans le cas d’une
transition microcanonique discontinue (soit microcanonique du premier ordre selon
notre terminologie). Commenc¸ons pour cela par la construction de Maxwell ordinaire,
dans l’ensemble canonique. On conside`re la courbe β(e) de la figure 3.2a; la condition
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de Maxwell A1 = A2 d’e´galite´ des aires de part et d’autre de la courbe s’e´crit∫ e3
e1
[β(e)− βc] de = 0 , (3.4)
ou` βc est l’inverse de la tempe´rature au point de transition du premier ordre. En
utilisant β = ds/de, on obtient
s(e3)− s(e1)− βc(e3 − e1) = 0 , (3.5)
ce qui se re´e´crit f(e1) = f(e3) : la construction de Maxwell a bien permis d’identifier
le point de transition du premier ordre, ou` les e´nergies libres des deux phases sont
e´gales.
E´tudions maintenant une transition microcanonique du premier ordre, en supposant
que la courbe β(e) a l’allure de la figure 3.2b (ce serait le cas pour le mode`le BEG,
si on avait trace´ e´galement les lignes me´tastables et instables sur la figure 1.3). On
inverse la relation β(e) au voisinage de ec pour obtenir e(β). La condition d’e´galite´
des aires s’e´crit ∫ β3
β1
[e(β)− ec] dβ = 0 . (3.6)
en utilisant e = d(βf)/dβ, on obtient
β3f(β3)− β1f(β1)− ec(β3 − β1) = 0 , (3.7)
ce qui implique s(β3) = s(β1) : c’est bien la condition d’e´galite´ des entropies des
deux phases au point de transition microcanonique du premier ordre. L’e´quation (3.6)
n’est valable que pour la configuration simple de la figure 3.2b; pour des courbes plus
complexes, qui s’enroulent plusieurs fois par exemple, la construction est encore valable
a` condition d’e´valuer pre´cise´ment les diffe´rentes aires.
Les re´sultats connus concernant l’e´tude ge´ne´rale de ces proble`mes variationnels
permettent donc d’importantes conclusions, valables inde´pendamment du mode`le par-
ticulier conside´re´ :
1. On peut de´terminer a` priori les points de de´stabilisation des solutions canoniques
et microcanoniques, en examinant la courbe β(e) (the´ore`me de Katz).
2. On peut de´terminer les tempe´ratures ou e´nergies de transition graˆce a` la cons-
truction de Maxwell.
3. Enfin, on sait que l’ine´quivalence entre les ensembles est directement lie´e a` la
concavite´ de la courbe S(e) [46].
On peut aller beaucoup plus loin : dans la partie suivante, toujours en partant des deux
proble`mes variationnels, nous expliquons comment classifier toutes les transitions de
phase qui peuvent survenir dans les ensembles canonique et microcanonique, les liens
entre elles, et les modes d’apparition de l’ine´quivalence d’ensembles.
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Figure 3.2: Constructions de Maxwell canonique (a) et microcanonique (b). Dans
chaque cas, les aires A1 et A2 sont e´gales.
3.2 La classification des transitions de phase et des
situations d’ine´quivalence d’ensembles
On appellera transition de phase dans l’ensemble microcanonique (resp. canonique)
toute brisure d’analyticite´ de la fonction S(e) (resp. de l’enveloppe concave de S(e)).
Pour l’ensemble canonique, c’est e´quivalent a` une brisure d’analyticite´ de la fonction
e´nergie libre : on retrouve bien la de´finition habituelle. Pour classifier les situations
d’ine´quivalence d’ensembles, on a vu a` la partie pre´ce´dente qu’il fallait s’inte´resser
aux proprie´te´s de concavite´ de S(e); la concavite´ de S(e) (c’est-a`-dire croissance ou
de´croissance de β(e)) est par ailleurs directement relie´e a` la stabilite´ thermodynamique
de la solution (cf. partie pre´ce´dente e´galement). Notre taˆche consiste donc a` classifier
les brisures d’analyticite´ de S(e), et ses proprie´te´s de concavite´, ainsi que leur e´volution
lorsqu’on fait varier un ou plusieurs parame`tres exte´rieurs.
Pour cela, nous exploitons les ide´es ge´ne´rales de la the´orie des singularite´s [9] (ou
the´orie des catastrophes). Nous expliquons d’abord rapidement au paragraphe suivant
3.2.1 les notions de stabilite´ d’une situation (une petite modification du mode`le induit-
elle un changement qualitatif ?), et de codimension (comment la stabilite´ d’une situ-
ation change-t-elle lorsqu’on augmente le nombre de parame`tres exte´rieurs ?). Nous
appliquons ensuite ces ide´es au cas qui nous inte´resse, les transitions de phase et les
situations d’ine´quivalence d’ensembles dans les syste`mes a` longue porte´e. Ces re´sultats
font l’objet de l’article [26].
E´tablir la classification de toutes les transitions de phases possibles ne´cessitera une
e´tude pre´cise et parfois fastidieuse. Nous utiliserons des re´sultats mathe´matiques lors-
que ce sera possible, et nous expliquerons les re´sultats par des dessins. Enfin, nous
montrerons que toutes les transitions de phase discute´es jusqu’ici dans la litte´rature
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sur les interactions a` longue porte´e sont recense´es dans cette classification, et nous
pre´dirons plusieurs situations nouvelles, qui devraient eˆtre de´couvertes au fur et a`
mesure que de nouveaux mode`les seront e´tudie´s.
3.2.1 Notions ge´ne´rales sur les singularite´s
Introduisons quelques ide´es ge´ne´rales de la the´orie des singularite´s sur un exemple
simple. Prenons une fonction re´elle et conside´rons ses ze´ros. Dans le cas ou` aucun
ze´ro n’est double (figure 3.3a), une petite perturbation de la fonction ne change pas
qualitativement la situation : le nombre de ze´ros reste le meˆme, ils sont juste un petit
peu de´place´s. On dira que cette situation est ge´ne´rique. Sur la figure 3.3b en revanche,
un ze´ro est double. Dans ce cas, une petite perturbation de la fonction de´truit cette
situation, et a` la place du ze´ro double, on trouve soit deux ze´ros simples, soit aucun
ze´ro. Cette situation de ze´ro double, instable par petite perturbation des courbes, est
dite non ge´ne´rique.
Ajoutons maintenant un parame`tre exte´rieur au proble`me : on e´tudie donc les ze´ros
d’une famille de fonctions. Conside´rons une famille de fonctions dont un repre´sentant
a un ze´ro double (figure 3.3c) : cette fois-ci, cette situation est stable vis a` vis d’une
petite perturbation de la famille de fonctions. On voit bien que de plus en plus
de phe´nome`nes deviennent ge´ne´riques lorsqu’on augmente le nombre de parame`tres
exte´rieurs. Les phe´nome`nes ge´ne´riques sans parame`tres exte´rieurs (par exemple, un
ze´ro simple pour une fonction) seront appele´s de codimension 0, avec un parame`tre
exte´rieur de codimension 1, et ainsi de suite. Ce terme de codimension se re´fe`re au dia-
gramme repre´sentant les diffe´rentes situations du syste`me dans l’espace des parame`tres
de dimension n. En effet, les singularite´s de codimension 0 sont repre´sente´es sur ce
diagramme par des ensembles de dimension n, de codimension 1 par des ensembles de
dimension n−1, etc. Un exemple est donne´ a` la figure 3.3d. Le but d’une classification
est de de´terminer tous les phe´nome`nes ge´ne´riques pour une certaine codimension.
On a vu que le comportement thermodynamique d’un syste`me avec interactions a`
longue porte´e est dicte´ par les proprie´te´s d’analyticite´ et de convexite´ de la fonction
S(e). On appellera donc dans la suite singularite´ toute rupture d’analyticite´, change-
ment de concavite´ ou changement de l’enveloppe concave de la fonction S(e). Le but
de cette section est la classification de ces singularite´s. Nous de´crivons d’abord au
paragraphe 3.2.3 une courbe ge´ne´rique S(e); certaines valeurs spe´ciales de l’e´nergie
apparaissent : changement de concavite´, point de non de´rivabilite´... L’e´nergie e´tant
conside´re´e comme un parame`tre interne, ces singularite´s sont ge´ne´riques en l’absence
de parame`tre exte´rieur : on les appelle donc “de codimension 0”; elles sont classifie´es au
paragraphe 3.2.3b. Les singularite´s apparaissant en pre´sence d’un parame`tre exte´rieur
(de codimension 1) sont classifie´es au paragraphe 3.2.3c.
La notion de situation ge´ne´rique de´pend, comme on l’a vu, du nombre de parame`tres
exte´rieurs du proble`me. En fait, elle de´pend aussi de la nature des fonctions con-
side´re´es. Par exemple, la situation “avoir un ze´ro en x = 0” n’est pas ge´ne´rique pour
l’ensemble des fonctions continues. En revanche, elle l’est bien suˆr pour l’ensemble
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Figure 3.3: En a), une situation ge´ne´rique pour la fonction en trait plein : une petite
perturbation (tirete´) ne change pas le nombre de ze´ros. En b), une situation non
ge´ne´rique. En c), une situation ge´ne´rique pour une famille de fonctions fλ; une famille
de fonctions proche de fλ aura toujours un e´le´ment avec un ze´ro double. En d),
l’illustration de la notion de codimension : les situations ge´ne´riques sans parame`tre
exte´rieur (deux ze´ros ou aucun) sont repre´sente´es par des lignes (codimension 0), avec
un parame`tre exte´rieur (un ze´ro double) par un point (codimension 1).
des fonctions impaires. De manie`re analogue, un mode`le physique peut imposer des
syme´tries particulie`res pour les fonctionnelles entropie s(µ) et e´nergie h(µ); dans ce
cas, de nouvelles transitions de phase ge´ne´riques en codimension 0 et 1 apparaissent.
Nous les classifions a` la section 3.2.4. Pour e´tablir la classification, nous utilisons dans
la suite des re´sultats mathe´matiques de la the´orie des singularite´s concernant d’une
part le maximum d’une fonction de´pendant d’un parame`tre, et d’autre part la con-
vexification d’une fonction [1, 20, 29, 114]. Pour pouvoir utiliser ces re´sultats, nous
discutons au paragraphe suivant la possibilite´ de remplacer le proble`me microcanon-
ique de maximisation sous contrainte par un proble`me de maximisation de´pendant
d’un parame`tre. Dans le cas d’une fonctionnelle syme´trique, nous ne connaissons
pas de re´sultats mathe´matiques sur lesquels nous appuyer; nous nous contentons donc
d’une repre´sentation ge´ome´trique du proble`me pour obtenir de fac¸on heuristique, mais
syste´matique, la classification. Notons enfin qu’une approximation champ moyen de
la thermodynamique habituelle d’un syste`me avec interactions a` courte porte´e con-
duit bien suˆr aussi a` un proble`me d’optimisation, par exemple d’une e´nergie libre
de Landau de´pendant d’un parame`tre d’ordre. Certaines transitions de phase que
nous allons trouver ont donc de´ja` e´te´ e´tudie´es dans ce contexte, et fait l’objet de
classification (par exemple pour les me´langes binaires [1]). Cependant, d’une part
il ne s’agit pas seulement, pour les syste`mes a` longue porte´e, d’une approximation
de champ moyen; et d’autre part, lorsque les interactions sont a` courte porte´e, les
diffe´rents ensembles statistiques sont e´quivalents, et l’e´tude est faite en ge´ne´ral dans
l’ensemble canonique. Nous nous attachons ici a` de´crire les phe´nome`nes paralle`lement
dans les deux ensembles, ce qui permet d’e´tudier les liens entre eux et leurs diffe´rences;
nous nous inte´resserons ainsi particulie`rement aux diffe´rentes fac¸ons dont l’e´quivalence
d’ensembles peut se briser.
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3.2.2 Re´duction du cas microcanonique a` un proble`me sans
contrainte
Nous voulons utiliser des re´sultats mathe´matiques valables pour l’e´tude de proble`mes
d’optimisation sans contrainte, qui ne peuvent donc pas s’appliquer directement au cas
microcanonique. Commenc¸ons donc par une remarque technique. Pour s’affranchir
de la contrainte h(µ) = e, il faut “inverser” cette relation, c’est a` dire e´crire une
coordonne´e de µ en fonction de e et des autres coordonne´es de µ : µ1 = φ(e, µ˜).
Dans beaucoup de situations physiques, on peut exprimer l’e´nergie sous la forme e =
ec + ep(µ˜), ou` ec est l’e´nergie cine´tique, ep l’e´nergie potentielle, et µ est le couple
(ec, µ˜) (voir par exemple 2.3.2). Alors, en remplac¸ant ec par e − ep(µ˜), on obtient
la fonctionnelle d’entropie a` maximiser s˜(e, µ˜) = s(e − ep(µ˜), µ˜). Il s’agit bien d’un
proble`me de maximisation sans contrainte, parame´tre´ par e, comme attendu.
Dans les autres cas, la simplification est moins simple. Tant que la diffe´rentielle dh(µ)
est non nulle, on peut inverser localement la relation h(µ) = e, en utilisant le the´ore`me
des fonctions implicites. Ce re´sultat n’est que local, et ne suffit pas pour conclure : une
e´tude spe´cifique a` chaque cas est ne´cessaire. Ne´anmoins, nous avons fait apparaˆıtre
l’obstacle principal a` la proce´dure de simplification : un point ou` la diffe´rentielle dh(µ)
s’annule. Nous ne connaissons pas d’exemple physique pour lequel ce phe´nome`ne
(susceptible de cre´er une discontinuite´ de l’entropie S(e) !) est important. Dans la
suite, on supposera toujours que le proble`me microcanonique peut eˆtre re´duit a` un
proble`me sans contrainte.
3.2.3 Cas d’un proble`me sans syme´trie
a. Les points ge´ne´riques des courbes S(e)
Dans notre proble`me, les singularite´s peuvent venir de trois sources diffe´rentes : du
processus de maximisation, des proprie´te´s de concavite´ (puisque la concavite´ de S(e)
est importante pour notre proble`me, on appelle singularite´s les changements de con-
cavite´ de S), et du processus de concavification.
On appellera point ge´ne´rique d’une courbe S(e) un point qui n’est singulier pour au-
cune de ces trois sources de singularite´. De´terminons les diffe´rents types de points
ge´ne´riques :
• Singularite´s de maximisation
Le maximum de plusieurs fonctions re´gulie`res est une fonction continue, mais
pas force´ment de´rivable. Un point ge´ne´rique vis a` vis de la maximisation est un
point ou` S est re´gulie`re.
• Proprie´te´s de convexite´
La concavite´ de S change lorsque sa de´rive´e seconde s’annule. Un point ge´ne´rique
vis a` vis des proprie´te´s de concavite´ est donc un point ou` d2S/de2 n’est pas nul.
Ceci de´finit deux types de points ge´ne´riques : les concaves et les convexes.
• La concavification
Le processus de concavification de´coupe l’axe de l’e´nergie en intervalles sur
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lesquels soit S co¨ıncide avec son enveloppe concave, soit S est remplace´e par
un segment de droite. Il y a donc deux types de points ge´ne´riques vis a` vis de
la concavification, selon qu’ils appartiennent ou non a` l’enveloppe concave de S.
En combinant ces proprie´te´s, on obtient les diffe´rents types de points ge´ne´riques :
• le point concave qui appartient a` l’enveloppe concave (intervalles A sur la figure
3.4).
• le point concave qui n’appartient pas a` l’enveloppe concave (intervalles B sur la
figure 3.4).
• le point convexe, qui n’appartient pas a` l’enveloppe concave (intervalle C sur la
figure 3.4).
S
e eA A A A
β
B BC B BC
Figure 3.4: Illustration des trois types de points ge´ne´riques sur une courbe S(e) et la
courbe β(e) associe´e. En gras, la solution microcanonique. En trait fin, la solution
canonique (elle n’est pas indique´e lorsqu’elle co¨ıncide avec la pre´ce´dente). En trait
tirete´ fin a` coˆte´ du trait gras, les zones ou` la solution microcanonique est me´tastable
canoniquement.
Les points convexes ne peuvent appartenir a` l’enveloppe concave, donc nous avons
classifie´ tous les points ge´ne´riques. Les deux ensembles sont e´quivalents aux points de
type A, et ine´quivalents aux points de type B et C. La chaleur spe´cifique microcanon-
ique est ne´gative aux points de type C. L’axe des e´nergies se divise en intervalles de type
A, B ou C, se´pare´s par des points spe´ciaux. Ces points spe´ciaux sont justement les sin-
gularite´s de codimension 0. Au paragraphe suivant, nous classifions syste´matiquement
ces singularite´s de codimension 0.
b. Les singularite´s de codimension 0
Comme explique´ au paragraphe pre´ce´dent, les singularite´s de codimension 0 sont les
points spe´ciaux le long d’une courbe S(e), rencontre´s en faisant varier l’e´nergie et au-
cun parame`tre exte´rieur. Elles sont de codimension 0 par rapport a` l’une des trois
sources de singularite´s (maximisation, proprie´te´s de convexite´ et concavification) et
ge´ne´riques par rapport aux deux autres. Nous les classifions donc en employant la
meˆme me´thode qu’au paragraphe pre´ce´dent : nous commenc¸ons par e´nume´rer les
singularite´s de codimension 0 par rapport a` chacune des trois sources, et nous les
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combinons ensuite avec les diffe´rents types de points ge´ne´riques A, B, C, pour obtenir
toutes les situations possibles.
Les trois sources de singularite´s
• Singularite´s de maximisation et proprie´te´s analytiques
Les re´sultats de la the´orie des singularite´s pour un proble`me d’optimisation
de´pendant de parame`tres [29] nous assurent qu’il n’y a qu’un seul type de sin-
gularite´ de codimension 0. Il correspond a` un e´change de stabilite´/me´tastabilite´
entre deux branches diffe´rentes de solutions du proble`me variationnel. En un tel
point, S est continue, mais sa de´rive´e β = dS/de pre´sente un saut positif. Nous
appellerons ces points transitions microcanoniques du premier ordre.
• Proprie´te´s de convexite´
Il n’y a qu’un seul type de singularite´ de codimension 0 due aux proprie´te´s de
convexite´ : le point d’inflexion, ou` d2S/de2 = 0 (donc dβ/de = 0), et la troisie`me
de´rive´e est non nulle. D’apre`s le crite`re de Katz (section 3.1), c’est un point ou`
un minimum local de la fonctionnelle e´nergie libre f(µ, β) = βh(µ, β) − s(µ)
devient un point selle; nous l’appellerons donc perte de stabilite´ canonique.
• Proprie´te´s de concavification
L’enveloppe concave de S est forme´e de portions ou` elle co¨ıncide avec S, se´pare´es
par des segments de droite. Le seul type de point spe´cial, ou singularite´ de
codimension 0, duˆ a` la concavification est donc un point de jonction entre une
portion concave et un segment de droite de l’enveloppe concave. Ces points
correspondent a` une discontinuite´ de la premie`re de´rive´e de l’e´nergie libre f(β),
et nous les appellerons donc transitions canoniques du premier ordre.
Construction des singularite´s de codimension 0
Il ne nous reste plus qu’a` construire toutes les singularite´s de codimension 0, par
combinaison d’une situation de codimension 0 vis a` vis d’une des trois sources de
singularite´s avec une situation ge´ne´rique vis a` vis des deux autres.
• Conside´rons d’abord la transition microcanonique du premier ordre. Au point
de rencontre des deux branches de S, la discontinuite´ de la de´rive´e dS/de est
positive, et l’angle est rentrant. Ce point n’appartient donc jamais a` l’enveloppe
concave de S : il est toujours dans la zone d’ine´quivalence. Les deux branches qui
se croisent peuvent chacune eˆtre soit concave, soit convexe : ceci de´finit quatre
types de transition microcanonique du premier ordre, mais les types concave-
convexe et convexe-concave sont les meˆmes, a` une syme´trie e → −e pre`s. Ils
sont repre´sente´s a` la figure 3.5.
• Le point d’inflexion, ou perte de stabilite´ canonique, joint une zone concave et
une zone convexe de S, et ne peut donc appartenir a` son enveloppe concave :
il est toujours dans la zone d’ine´quivalence, et il ne de´finit qu’un seul type de
points (voir la figure 3.5).
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• Enfin, la transition canonique du premier ordre apparaˆıt toujours dans une zone
localement concave de S (d2S/de2 < 0); il ne de´finit donc qu’un seul type de
point (voir la figure 3.5).
Nous avons donc termine´ l’e´nume´ration des singularite´s de codimension 0. En
re´sume´, elles comprennent les transitions microcanoniques du premier ordre (quatre
types diffe´rents), canoniques du premier ordre (un seul type), et les pertes de sta-
bilite´ canoniques (un seul type). Une courbe ge´ne´rique S(e) contient ces singularite´s
comme points isole´s; on pourrait y ajouter les pertes de stabilite´ microcanoniques,
mais elles ne sont pas visibles sur la courbe S(e), puisqu’elles concernent des e´tats
me´tastables microcanoniques. Parmi ces transitions, seule la transition canonique du
premier ordre est visible dans l’ensemble canonique, les autres appartiennent a` la zone
d’ine´quivalence.
Au paragraphe suivant, nous e´nume´rons de la meˆme manie`re toutes les singularite´s
de codimension 1, susceptibles d’apparaˆıtre lorsqu’on peut faire varier un parame`tre
exte´rieur. Nous donnerons ensuite des exemples tire´s de la litte´rature, chaque fois que
cela sera possible.
c. Les singularite´s de codimension 1
Nous employons la meˆme me´thode pour classifier syste´matiquement les singularite´s de
codimension 1. Graˆce a` la the´orie des singularite´s, nous e´nume´rons d’abord les situa-
tions de codimension 1 pour chacune des trois sources de singularite´, inde´pendamment
des deux autres; puis nous construisons toutes les singularite´s de codimension 1 par
combinaison : une situation de codimension 1 vis a` vis d’une source avec une situation
ge´ne´rique vis a` vis des deux autres, ou une situation de codimension 0 vis a` vis de
deux sources avec une situation ge´ne´rique vis a` vis de la troisie`me. Pour plus de clarte´
en ce qui concerne les singularite´s de maximisation, nous donnons des exemples les
plus simples possibles pour l’entropie S(e, λ) dans les diffe´rents cas (λ est le parame`tre
exte´rieur qui peut varier) : ces exemples sont en quelque sorte des formes re´duites,
ge´ne´riques au voisinage de la singularite´.
Les trois sources de singularite´s
• Singularite´s de maximisation et proprie´te´s analytiques
Toujours en utilisant la re´fe´rence [29], nous savons que les singularite´s de max-
imisation de codimension 1 sont de trois types :
– Le croisement de deux transitions microcanoniques du premier ordre; cette
situation survient lorsque trois branches de solutions du proble`me variation-
nel ont la meˆme entropie. Nous appellerons cette singularite´ le point triple
microcanonique. On peut e´crire une forme re´duite pour cette situation
S(e, λ) = max
m
(−(m−m1)2 + a ; −(m−m2)2 + b ; −(m−m3)2) , (3.8)
ou` m1, m2, m3 sont fixe´s, et a et b sont des combinaisons line´aires de e et
λ; la fonctionnelle s(m, e, λ) a trois maxima distincts en m1, m2, m3. Ici
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Figure 3.5: Re´sume´ de toutes les singularite´s de codimension 0, avec les diffe´rentes
configurations de concavite´. Toutes les zones convexes (β croissant) sont instables
canoniquement.
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comme dans la suite, on n’e´crit explicitement la forme de s qu’au voisinage
des maxima. Le point triple correspond a` a = b = 0 : voir la figure 3.6. On
peut remarquer que quelles que soient les orientations de e et λ au voisinage
du point critique, la singularite´ apparaˆıt toujours de la meˆme fac¸on : on
passe toujours d’une seule transition pour λ < λc a` deux pour λ > λc, ou
bien de deux a` une, mais jamais par exemple trois transitions ne peuvent
apparaˆıtre ensemble (c’est une proprie´te´ bien connue des points triples en
ge´ne´ral).
b
a
eλ
a)
e e
eee
β β β
S S S
b)
c)
λ λ λ<0 =0 >0
e
Figure 3.6: Illustration du point triple microcanonique, a` partir de la forme re´duite
(3.8). En gras sur la figure du haut, les trois lignes de transitions du premier ordre;
l’allure de la fonctionnelle s(m) est sche´matise´e dans les diffe´rents domaines. Les
fle`ches en tirete´ indiquent des directions possibles pour e et λ autour du point critique.
Sur les figures b et c sont repre´sente´es l’entropie S(e) et la tempe´rature β(e) pour
trois valeurs du parame`tre exte´rieur : nous avons pris l’exemple du cas CVC (concave-
convexe-concave).
– L’apparition d’une transition microcanonique du premier ordre; en ce point,
dβ/de = d2S/de2 = +∞. Nous appellerons ce point point critique micro-
canonique. Une forme re´duite est
S(e, λ) = max
m
(−m4 + 2am2 + bm) , (3.9)
ou` a et b sont toujours des combinaisons line´aires de e et λ. b = 0, a > 0 est
une ligne de transition du premier ordre microcanonique, qui se termine au
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point critique a = b = 0 : le sche´ma de la figure 3.7 permet de comprendre
la situation. On peut remarquer que, de meˆme que pour le point triple, la
singularite´ apparaˆıt toujours de la meˆme fac¸on sur les courbes S(e) et β(e),
quelles que soient les orientations de e et λ au voisinage du point critique.
a)
e e
eee
β β β
S S S
b)
c)
λ λ λ<0 =0 .>0
e
λ
b
a
e
Figure 3.7: Illustration du point critique microcanonique, a` partir de la forme
re´duite (3.9). Sur la figure a), la ligne de transition du premier ordre est repre´sente´e
en gras (b = 0, a > 0); elle se termine au point critique a = b = 0. Les fle`ches en
trait tirete´ indiquent des directions possibles pour e et λ autour du point critique. Sur
les figure b) et c) sont repre´sente´es l’entropie S(e) et la tempe´rature β(e) pour trois
valeurs du parame`tre exte´rieur. En trait gras la solution microcanonique, en trait fin
les branches me´tastables microcanoniquement, et en pointille´ les branches instables
microcanoniquement, qui sont des points selles de la fonctionnelle s.
– L’apparition simultane´e de deux transitions microcanoniques du premier
ordre; cela correspond a` un point ou` deux branches du proble`me variationnel
sont tangentes l’une avec l’autre. Suivant la terminologie en usage pour les
me´langes binaires [1], nous appellerons ce point, point aze´otropique. Une
forme re´duite est
S(e, λ) = max
m
(−(m−m1)2 ; −(m−m2)2 + (λ− e2)) . (3.10)
Dans le plan, cette singularite´ se pre´sente en fait comme une ligne de tran-
sition du premier ordre habituelle, mais a` laquelle une droite λ = cste est
tangente : voir la figure 3.8.
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Figure 3.8: Illustration de l’aze´otropie, a` partir de la forme re´duite (3.10). Sur la
figure a), la courbe λ = 0 est tangente a` la ligne de transitions du premier ordre; l’allure
des deux branches de la fonctionnelle d’entropie est sche´matise´e dans les diffe´rents
domaines. La figure b) repre´sente l’entropie S(e) pour trois valeurs du parame`tre λ;
la figure c) repre´sente la courbe β(e) pour ces trois meˆmes valeurs. En trait tirete´,
l’enveloppe concave de S(e), c’est-a`-dire la solution canonique.
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• Proprie´te´s de convexite´
En codimension 1, nous pouvons nous de´placer le long de la courbe S(e) et
faire varier un parame`tre exte´rieur. Cela nous permet de trouver des points
ou` les deuxie`me et troisie`me de´rive´es de S(e) s’annulent. Ceci correspond a` un
point d’inflexion avec tangente horizontale sur la courbe β(e). Nous l’appellerons
changement de concavite´.
• Proprie´te´s de concavification
L’enveloppe concave de S est forme´e d’une succession de re´gions concaves et de
segments de droite; en faisant varier un parame`tre exte´rieur, la structure de cette
enveloppe peut changer, par apparition ou disparition de nouveaux segments.
Les singularite´s de codimension 1 associe´es a` la concavification sont pre´cise´ment
ces points ou` la structure change. Ils sont de deux types :
– L’apparition d’un segment de droite dans une re´gion pre´ce´demment concave
de l’enveloppe. Ceci impose que d2S/de2 et d3S/de3 s’annulent ensemble. Il
s’agit donc d’un changement de concavite´ comme de´crit plus haut, avec la
proprie´te´ supple´mentaire d’eˆtre sur l’enveloppe concave. Nous appellerons
ce type de changement de concavite´ point critique canonique.
– La brisure d’un segment de droite de l’enveloppe concave en deux segments
de droite se´pare´s par une zone concave. Cette situation apparaˆıt lorsque le
graphe de S(e) admet une tangente triple; nous appellerons cela un point
triple canonique.
Construction des singularite´s de codimension 1
Nous construisons maintenant par combinaison toutes les singularite´s de codimen-
sion 1.
• Le point triple microcanonique met en jeu trois branches de solutions diffe´rentes,
chacune pouvant eˆtre soit concave, soit convexe. Comme la transition du premier
ordre microcanonique, le point triple microcanonique est toujours invisible sur
l’enveloppe concave de S, dans la zone d’ine´quivalence d’ensembles. Il y a donc a`
priori huit types de tels points, selon la concavite´ des trois branches de solution,
note´s CCC, CCV, CVC, CVV, VCC, VCV, VVC, VVV (les 3 lettres symbolisent
-C pour conCave, V pour conVexe- la concavite´ des 3 branches implique´es,
par ordre croissant d’e´nergie; voir la figure 3.6 pour un exemple). En fait, les
types CCV et VCC d’une part, CVV et VVC d’autre part, sont syme´triques par
changement de e→ −e. Il n’y a donc que 6 types diffe´rents.
• Le point critique microcanonique apparaˆıt ne´cessairement dans une zone concave
de S, invisible sur l’enveloppe concave; il ne de´finit donc qu’un seul type de point.
Voir la figure 3.7.
• Le point aze´otropique met en jeu deux branches; cependant, comme elles sont
tangentes, il n’est pas possible que la branche infe´rieure soit convexe et la branche
supe´rieure concave. Ceci laisse trois cas possibles, que l’on de´signe par CC,
VC, VV (C pour conCave, V pour conVexe, la premie`re lettre pour la branche
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supe´rieure, la seconde pour la branche infe´rieure). Seul le cas CC (concave-
concave) est visible dans l’ensemble canonique. Voir la figure 3.8.
• Il y a deux types de changement de concavite´ : l’apparition d’une zone convexe
dans une zone concave (note´e C), et l’apparition d’une zone concave dans une
zone convexe (note´e V). Le premier type peut eˆtre visible sur l’enveloppe concave,
c’est a` dire dans l’ensemble canonique. Dans ce cas, il s’agit du point critique
canonique.
• Le point triple canonique correspond a` une triple tangente au graphe de S(e);
cette triple tangente relie ne´cessairement trois zones concaves de S, il n’y a donc
qu’un seul type de tel point.
• Nous nous inte´ressons maintenant a` la combinaison de deux singularite´s de codi-
mension 0. Une perte de stabilite´ canonique (point d’inflexion) peut croiser une
transition microcanonique du premier ordre, avec deux cas diffe´rents selon la con-
cavite´ de la branche qui n’a pas de point d’inflexion. La transition du premier
ordre canonique apparaˆıt toujours seule; il n’y a donc pas d’autre combinaison
possible de singularite´s de codimension 0.
La figure 3.9 illustre les cas du croisement d’une perte de stabilite´ canonique avec une
transition microcanonique du premier ordre, du point critique canonique, ainsi que de
l’aze´otropie de type VC.
Dans le cadre des singularite´s de codimension 1, on peut e´tudier l’apparition de
l’ine´quivalence d’ensembles, c’est a` dire comment se brise la concavite´ de la courbe
S(e) lorsqu’on fait varier un parame`tre exte´rieur. On s’aperc¸oit en e´tudiant la clas-
sification que cette concavite´ ne peut se briser que de deux fac¸ons diffe´rentes : a` un
point critique canonique, ou a` un point aze´otropique de type concave-concave (CC).
Nous avons termine´ la classification des singularite´s de codimension 1. Au paragraphe
suivant nous cherchons dans la litte´rature des exemples physiques pour illustrer ces
diffe´rentes situations, et nous discutons l’inte´reˆt de celles qui n’ont jamais e´te´ ob-
serve´es.
d. Illustration sur des exemples physiques
Le syste`me de particules auto-gravitantes est le plus connu et le plus e´tudie´ des
syste`mes avec interactions a` longue porte´e. Nous discutons donc d’abord en de´tail
ce cas, en lien avec la classification.
Discussion du syste`me auto-gravitant
Nous reproduisons les courbes caloriques (tempe´rature-e´nergie) d’un syste`me auto-
gravitant, a` la figure 3.10. La premie`re correspond a` des particules ponctuelles [36]
(c’est un re´sultat classique pour les syste`mes auto-gravitants). La deuxie`me illustre le
cas de fermions auto-gravitants [36]. Nous donnons les courbes tempe´rature-e´nergie
car il est plus facile de voir les transitions sur celles-ci que sur les courbes d’entropie
S(e).
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Figure 3.9: a) : croisement d’une perte de stabilite´ canonique (repe´re´e par le
point) avec une transition microcanonique du premier ordre. b) : un point
critique canonique; on voit l’apparition d’une zone d’ine´quivalence d’ensembles.
c) : aze´otropie de type VC; la figure 3.8 montre une aze´otropie de type CC.
3.2. CLASSIFICATION 65
−0.3 −0.1 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9
Λ=−ER/GM2
0.5
1.5
2.5
η=
βGM
/R
isothermal collapse
gravothermal 
catastrophe
MCE
CEηc=2.52
R=32.1
Λc=0.335
R=709singular 
sphere
−1 −0.5 0 0.5 1 1.5
Λ=−ER/GM2
0
0.5
1
1.5
2
2.5
3
3.5
η=
βGM
/R
µ=105
µ=104
µ=103
µ=102
µ=10
Figure 3.10: Parame`tre β en fonction de l’oppose´ de l’e´nergie −E pour un syste`me
auto-gravitant (les variables sont renormalise´es a` l’aide de la masse totaleM , du rayon
du syste`me R, et de la constante de gravitation G). La courbe supe´rieure est obtenue
sans re´gularisation a` courte distance. Les courbes infe´rieures correspondent au cas de
fermions auto-gravitants [36]. Le parame`tre 1/µ joue le roˆle d’une coupure aux petites
distances. Nous remercions P.H. Chavanis pour nous avoir fourni ces figures.
Le cas de particules ponctuelles est particulier : en effet, a` cause de la singularite´
du potentiel en 1/r a` petite distance, aucun e´quilibre strict n’est possible, et on ne
peut trouver au mieux que des e´tats me´tastables. Sur la figure 3.10 en haut, on voit
que, en diminuant l’e´nergie, on rencontre d’abord une perte de stabilite´ canonique
(point CE; c’est une application du crite`re de Katz : la courbe calorique passe une
tangente horizontale), puis une perte de stabilite´ microcanonique (point MCE; c’est
encore une application du crite`re de Katz). Au dela` de l’e´nergie du point MCE, aucun
e´quilibre me´tastable n’existe, et le syste`me s’effondre sur lui meˆme (c’est la catastro-
phe gravotherme).
Conside´rer des fermions, ou une interaction modifie´e a` courte distance, permet de
re´gulariser la situation : un e´tat stable existe alors quelle que soit l’e´nergie. De plus,
en modifiant cette distance de coupure, on a acce`s aux singularite´s de codimension
1. Sur la figure 3.10 en bas, le parame`tre 1/µ joue le roˆle d’une distance de coupure;
la courbe calorique est repre´sente´e pour diffe´rentes valeurs de 1/µ. Les re´sultats sont
re´sume´s par le diagramme de phase sche´matique dans le plan (−E, 1/µ) de la fig-
ure 3.11. On voit que le syste`me pre´sente tous les types de situations de codimension
0 : transitions de phases microcanonique du premier ordre (obtenues par construction
de Maxwell ge´ne´ralise´e), canonique du premier ordre, de´stabilisation canonique (et mi-
crocanonique), ainsi que certaines situations de codimension 1 : point critique micro-
canonique, point critique canonique (qui marque l’entre´e dans la zone d’ine´quivalence
d’ensembles), croisement entre une transition microcanonique du premier ordre et une
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Figure 3.11: Diagramme de phase sche´matique pour un syste`me de fermions auto-
gravitants. Pour 1/µ = 0, on retrouve l’effondrement isotherme (CE) et la catastrophe
gravotherme (MCE) du cas sans distance de coupure. La ligne grasse continue est une
ligne de transitions microcanoniques du premier ordre (entre une phase gazeuse et une
phase concentre´e), qui se termine en un point critique microcanonique (Mcp).
Les lignes grasses grises correspondent a` une transition canonique du premier ordre
(singularite´ de concavification); elles se terminent a` un point critique canonique
(Ccp). La ligne grise tirete´e est une ligne de de´stabilisation canonique; elle croise la
transition microcanonique du premier ordre en Cr. La partie hachure´e correspond a` la
zone d’ine´quivalence d’ensembles, la partie doublement hachure´e a` la re´gion de chaleur
spe´cifique ne´gative. Les lettres C et V indiquent la concavite´ de la branche d’entropie
maximale. La ligne grasse tirete´e est un ligne de perte de stabilite´ microcanonique
(point du type de MCE); cette transition n’est pas de´crite dans notre classification,
car elle intervient sur une branche microcanoniquement me´tastable.
de´stabilisation canonique. Lorsque la coupure a` petite distance n’est pas impose´e par
le principe de Pauli, mais par exemple par une modification explicite du potentiel (avec
un coeur dur par exemple), la phe´nome´nologie est identique [36].
Autres exemples
Hertel et Thirring [60] ont introduit un mode`le exactement soluble inspire´ de l’astrophysique
pour illustrer les concepts de chaleur spe´cifique ne´gative et d’ine´quivalence d’ensembles.
La figure 3.12 montre clairement les 3 types de points ge´ne´riques, et toutes les sin-
gularite´s de codimension 0 : transition canonique du premier ordre, microcanon-
ique du premier ordre (entre une branche convexe et une branche concave), et une
de´stabilisation canonique.
D’autres exemples ont e´te´ trouve´s en dynamique des fluides bidimensionnels. Kiessling
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Figure 3.12: Tempe´rature (θ) en fonction de l’e´nergie pour le mode`le de Hertel et
Thirring [60]. On reconnaˆıt une transition canonique du premier ordre (entre les
points 2¯ et 3¯), une transition microcanonique du premier ordre de type Convexe-
Concave (entre les points 2 et 3), et une de´stabilisation canonique (au point 1¯). La
branche entre les points 2¯ et 1¯ est me´tastable canoniquement; celle entre les points 1¯
et 2 est instable canoniquement, a` chaleur spe´cifique ne´gative.
et Lebowitz [78] ont par exemple prouve´, pour le mode`le des points vortex, qu’une
ine´quivalence d’ensembles apparaˆıt pour certaines ge´ome´tries. Nous reviendrons au
mode`le des points vortex lorsque nous e´tudierons les syste`mes pre´sentant une syme´trie
(paragraphe 3.2.4). Ellis et al. ont e´galement donne´ un exemple d’ine´quivalence en-
tre les ensembles canonique et microcanonique dans le cadre du mode`le Quasi-Ge´o-
strophique (ge´ophysique des fluides); on voit sur la figure 2 de la re´fe´rence [47] une
de´stabilisation canonique et une zone de chaleur spe´cifique ne´gative. La figure 3 de
la meˆme re´fe´rence, reproduite ici figure 3.13, montre une phe´nome´nologie analogue
en faisant varier la circulation (une autre quantite´ conserve´e du mode`le), au lieu de
l’e´nergie : de fait, nous avons parle´ d’ensembles canonique et microcanonique par
commodite´, mais les re´sultats ge´ne´raux sur les proble`mes variationnels, ainsi que la
classification des transitions, sont valables si l’on conside`re une autre quantite´ con-
serve´e que l’e´nergie.
En conclusion, toutes les situations de codimension 0 ont e´te´ observe´es dans la
litte´rature sur diffe´rents mode`les, ainsi que plusieurs situations de codimension 1.
Cependant, un certain nombre d’autres singularite´s de codimension 1 n’ont jamais,
semble-t-il, e´te´ trouve´es.
Situations non -encore- observe´es
Parmi les singularite´s de codimension 1 que nous avons classifie´es, beaucoup n’ont
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Figure 3.13: Relation entre la circulation totale Γ et le multiplicateur de Lagrange
associe´ γ, pour un mode`le de turbulence quasi-ge´ostrophique bidimensionnelle. La
circulation totale est une constante du mouvement. La re´gion dγ/dΓ > 0 n’est pas ac-
cessible dans l’ensemble γ fixe´. Les points tels que dγ/dΓ = 0 sont des de´stabilisations
canoniques.
jamais e´te´ de´crites dans la litte´rature consacre´e aux syste`mes avec interactions a` longue
porte´e : le point triple microcanonique, le point triple canonique, l’aze´otropie,
le changement de concavite´ convexe V.
Bien suˆr, le point triple canonique par exemple est courant dans les e´tudes de syste`mes
a` courte porte´e, et ne pre´sente pas de particularite´ associe´e a` la longue porte´e. En
revanche, le point triple microcanonique, puisqu’il autorise des concavite´s quelconques
pour les branches implique´es, peut avoir une phe´nome´nologie tre`s particulie`re.
L’aze´otropie e´galement est bien connue, par exemple pour les me´langes binaires, mais
elle est associe´e dans le contexte des interactions a` longue porte´e (dans le cas concave-
concave CC) a` l’apparition d’une zone d’ine´quivalence d’ensembles : il s’agit d’un
nouveau mode d’apparition de l’ine´quivalence.
Il est probable que certaines de ces nouvelles situations seront observe´es, au fur et
a` mesure que des syste`mes plus complexes avec interactions a` longue porte´e seront
e´tudie´s .
3.2.4 Cas d’un proble`me avec syme´trie
La classification pre´ce´dente a permis de reproduire avec succe`s la phe´nome´nologie
d’un certain nombre de syste`mes, mais pas de tous. En particulier, les diffe´rentes
situations associe´es aux transitions du deuxie`me ordre n’apparaissent pas, alors qu’elles
se rencontrent souvent dans l’e´tude de mode`les de physique des plasmas [103, 7] ou
de syste`mes de spins [15]. La classification se veut pourtant exhaustive. D’ou` vient le
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proble`me ?
Jusqu’ici, nous avons suppose´ uniquement une certaine re´gularite´ (deux fois de´rivables
par exemple) pour les fonctionnelles entropie et e´nergie, et rien d’autre; il n’y avait en
particulier aucune re´fe´rence au syste`me physique conside´re´. En re´alite´, il arrive tre`s
souvent que les syme´tries de ce proble`me physique imposent de restreindre la classe
des fonctionnelles admissibles. Dans ce cas, certaines singularite´s nouvelles peuvent
apparaˆıtre et cre´er une phe´nome´nologie beaucoup plus riche, meˆme en se restreignant
aux codimensions 0 et 1. Nous donnons un exemple au paragraphe suivant de cette
influence de la syme´trie, puis nous comple´tons notre classification, en codimension 0
et 1.
a. Influence de la syme´trie sur un exemple simple
Illustrons ce roˆle de la syme´trie sur un exemple simple. On conside`re une fonctionnelle
s(m, e), avec m ∈ R, paire en m : s(m, e) = s(−m, e). En m = 0, toutes les de´rive´es
par rapport a` m d’ordre impair s’annulent : ∂
(2n+1)
m s|(0,e) = 0.
Un point critique microcanonique est de´fini comme un point (mc, ec) ou` ∂
(n)
m s|(mc,ec) =
0, pour n = 1, 2, 3. Sans hypothe`se particulie`re sur s, cela suppose de re´soudre trois
e´quations, avec deux variables m et e. Il faut donc en ge´ne´ral ajouter un parame`tre
exte´rieur pour observer cette situation, qui est par conse´quent de codimension 1. En
revanche, si s est paire, trouver un point critique en m = 0 ne suppose la re´solution
que d’une seule e´quation, avec une variable a` disposition, e. Le point critique est donc
cette fois de codimension 0 : c’est la transition (microcanonique) du second ordre.
Pour e´tudier la classification sans syme´trie, nous pouvions nous appuyer sur des
re´sultats mathe´matiques rigoureux [29]; nous ne connaissons pas de tels re´sultats en
pre´sence de syme´trie, et nous ferons souvent appel a` la repre´sentation des singularite´s
par leur forme re´duite pour justifier et illustrer notre propos. Donnons un exemple
de forme re´duite dans ce cas tre`s simple du point critique (c’est la meˆme chose que
le de´veloppement habituel de l’e´nergie libre de Landau, dans le cas microcanonique).
On appelle λ le parame`tre exte´rieur. Lorsqu’il n’y a pas de syme´trie, on peut prendre
comme forme re´duite
s(m, e, λ) = −m4 + b(e, λ)m2 + a(e, λ)m+ s0(e, λ), (3.11)
ou` a et b sont simplement des combinaisons line´aires de e et λ; s0 est le terme d’ordre
m0, qui aura son importance plus tard. Ajouter un terme en m3 n’apporterait rien.
L’entropie S(e, λ) s’obtient par maximisation :
S(e, λ) = max
m
s(m, e, λ). (3.12)
Le point critique correspond a` a = b = 0; il y a une ligne de transitions microcanon-
iques du premier ordre en a = 0, b > 0.
Lorsqu’il y a une syme´trie de parite´ par rapport a` m, une forme re´duite est donne´e
par
s(m, e) = −m4 + b(e)m2 + s0(e), (3.13)
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puisque les de´rive´es d’ordre impair s’annulent toujours en m = 0. Comme on ne
s’inte´resse qu’au voisinage de la singularite´, b peut eˆtre pris comme line´aire en e; la
transition du deuxie`me ordre correspond a` l’annulation de b.
Dans la suite, pour identifier et classifier toutes les transitions microcanoniques possi-
bles, pour une codimension donne´e, ainsi que leur lien avec l’ensemble canonique, nous
allons employer ce crite`re du “nombre d’e´quations a` satisfaire”, et raisonner a` l’aide
de formes re´duites.
La syme´trie du syste`me physique n’est pas ne´cessairement la parite´; nous supposerons
qu’on peut trouver au moins une variable m1 telle que toutes les de´rive´es impaires
par rapport a` m1 de la fonctionnelle d’entropie s(m1, m2, e, λ) s’annulent en m1 = 0 :
∂
(2n+1)
m1 s|m1=0 = 0. Par exemple, une syme´trie de rotation entre dans ce cadre : toutes
les de´rive´es impaires par rapport au rayon r s’annulent au centre. Il faut en ge´ne´ral
e´tudier la syme´trie cas par cas.
b. Les singularite´s de codimension 0 avec syme´trie
Nous classifions dans ce paragraphe les nouvelles singularite´s de codimension 0 appa-
raissant du fait de la syme´trie. De manie`re ge´ne´rale, les singularite´s concernant les
proprie´te´s de concavite´ (point d’inflexion, point critique canonique...), ainsi que celles
concernant la concavification (premier ordre canonique, point triple canonique...) ne
sont pas modifie´es; en revanche, on a vu que de nouvelles singularite´s lie´es au processus
de maximisation apparaissent.
En codimension 0, il y a une seule nouvelle singularite´ : la transition de phase du
deuxie`me ordre. Analysons la forme re´duite
S(e) = max
m
(−m4 − 2em2 + s0(e)) . (3.14)
Pour e > 0, m = 0 et S(e) = s0(e); pour e < 0, la branche syme´trique est instable,
et S(e) = e2 + s0(e). De manie`re ge´ne´rale, nous supposerons toujours que la branche
syme´trique est stable aux grandes e´nergies (ce n’est ici qu’une convention, mais qui
correspond au cas le plus fre´quent dans la pratique). On voit alors qu’au point de
transition, S(e) et dS/de sont continues, alors que d2S/de2 subit un saut ne´gatif (la
branche non syme´trique est toujours plus convexe que la branche syme´trique). Selon
la taille du saut et la concavite´ de s0 au voisinage du point de transition, on voit qu’il
y a trois types de transitions du deuxie`me ordre possibles, repre´sente´s a` la figure 3.14 :
1. branche bifurque´e concave, branche syme´trique concave (note´e CC : la premie`re
lettre correspond a` la branche petite e´nergie, non syme´trique),
2. Convexe-Concave (VC),
3. Convexe-Convexe (VV).
Puisque la branche non syme´trique est plus convexe que la branche syme´trique, l’association
Concave-Convexe est impossible. Seule la transition Concave-Concave (CC) est visible
dans l’ensemble canonique : c’est la transition canonique du deuxie`me ordre habituelle.
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Figure 3.14: Nouvelles singularite´s de codimension 0 pour les syste`mes avec syme´trie :
les trois types de transition du deuxie`me ordre.
c. Les singularite´s de codimension 1 avec syme´trie
Nous passons aux nouvelles singularite´s de codimension 1. Elles vont apparaˆıtre d’une
part du fait des nouvelles singularite´s de maximisation (a` classifier), et d’autre part
par la combinaison d’une transition du deuxie`me ordre avec une autre singularite´ de
codimension 0. Nous commenc¸ons par identifier les nouvelles singularite´s de maximi-
sation (il n’y a pas de nouvelle singularite´ lie´e aux proprie´te´s de concavite´ ou a` la
concavification).
Nouvelles singularite´s de maximisation en codimension 1
Comme explique´ plus haut, nous ne pouvons plus nous appuyer sur des re´sultats
mathe´matiques pre´cis dans ce cas. Nous utiliserons donc pour classifier ces singularite´s
le crite`re heuristique (mais syste´matique) du “nombre d’e´quations a` satisfaire”, dont
un exemple a e´te´ donne´ plus haut. Cinq nouvelles singularite´s doivent eˆtre conside´re´es :
• On de´veloppe la fonctionnelle s jusqu’a` l’ordre 6 en m, ce qui fournit la forme
re´duite
S(e, λ) = max
m
(
−m6 − 3bm
4
2
− 3am2 + s0(e, λ)
)
, (3.15)
ou` a et b sont des combinaisons line´aires de e et λ, qui tendent vers 0 au voisi-
nage de la singularite´. 1 Dans le plan (e, λ), cette singularite´ connecte une
ligne de transitions du premier ordre avec une ligne du deuxie`me ordre : nous
l’appellerons point tricritique microcanonique, conforme´ment a` la terminologie
1Nous avons mis en e´vidence le terme d’ordre ze´ro s0; il n’intervient pas dans le processus de
maximisation, et n’aura d’importance qu’a` l’e´tape suivante, pour identifier la concavite´ des diffe´rentes
branches (voir le paragraphe 3.2.4). Dans toute la suite de ce paragraphe, on l’oubliera.
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habituelle. La figure 3.15 repre´sente la singularite´, a` partir de la forme re´duite
(3.15). L’analyse de cette meˆme forme re´duite permet de montrer que, pour
λ = λc, on a, au voisinage du point tricritique et pour la branche de basse e´nergie
e < ec, β(e) ∼ −C(ec − e)1/2 (toujours avec notre convention : la branche de
basse e´nergie est la branche asyme´trique m 6= 0). Ceci prouve que la branche de
basse e´nergie est ne´cessairement convexe autour du point tricritique.
a
b
4a=b
16a=3b
λ
2
2
e
Figure 3.15: Exemple d’un point tricritique microcanonique a` partir de la forme
re´duite (3.15). Les courbes sche´matise´es dans les diffe´rents domaines montrent l’allure
de la courbe sa,b(m). La courbe 4a = b
2 correspond a` la disparition de deux maxima
locaux; la courbe (en gras) 16a = 3b2, b < 0 est la ligne du premier ordre; la courbe
en gras et tirete´ est la ligne du deuxie`me ordre, avec un saut de concavite´ ne´gatif en
passant du coˆte´ tirete´. a et b sont des combinaisons line´aires de e et λ; un exemple de
directions possibles pour e et λ est indique´ par les fle`ches tirete´es.
• Nous avons pour le point tricritique utilise´ nos deux parame`tres (e et λ) pour
annuler les de´rive´es seconde et quatrie`me de s. On peut aussi annuler uniquement
la de´rive´e seconde, et ajuster la hauteur d’une autre branche de manie`re a` avoir
un maximum de´ge´ne´re´. Une forme re´duite est
S(e, λ) = max
m
(−m4 − 2am2 ; −(m−m0)2 + b) . (3.16)
Dans le plan (e, λ) cette singularite´ est a` l’intersection de deux lignes du premier
ordre et d’une ligne du second ordre (les deux lignes du premier ordre sont tan-
gentes) : voir la figure 3.16. Trois phases sont concerne´es : la phase syme´trique
m = 0, la phase non syme´trique m ≃ 0, m 6= 0, et la phase non syme´trique
m = m0. On appellera cette singularite´ un point triple 112 microcanonique,
pour point triple impliquant deux transitions du premier ordre et une transition
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du deuxie`me ordre2. Comme il y a trois branches, la singularite´ ne sera pas vue
a
b
λ e
2
a=b
Figure 3.16: Exemple d’un point triple 112 microcanonique, a` partir de la forme
re´duite (3.16). Les courbes sche´matise´es montrent l’allure des deux branches de la
courbe sa,b(m) dans les diffe´rents domaines (a` gauche, la branche subissant la transition
du deuxie`me ordre). Les courbes (en gras) a = b2, a < 0 et b = 0, a > 0 sont des
lignes du premier ordre. La courbe en gras et tirete´ est une ligne du deuxie`me ordre,
avec la meˆme convention que plus haut : le saut de concavite´ est ne´gatif en passant du
coˆte´ tirete´. a et b sont des combinaisons line´aires de e et λ; un exemple de directions
possibles pour e et λ est indique´ par les fle`ches tirete´es.
de la meˆme fac¸on selon la direction de e et λ, c’est a` dire selon la fac¸on dont est
traverse´e la singularite´. Il y a deux cas possibles. Quand λ traverse sa valeur
critique, on peut observer sur la courbe S(e) : soit le passage d’une seule transi-
tion du premier ordre a` deux transitions, une du premier ordre suivie, quand e
augmente d’une autre du deuxie`me ordre (c’est le cas de figure avec les fle`ches
tirete´es de la figure 3.16, note´ 1→ 1 + 2), soit le passage d’une seule transition
du premier ordre a` deux transitions, d’abord du deuxie`me ordre puis du premier
quand e augmente (note´ 1 → 2 + 1). Une configuration du type 2 → 1 + 1
ne´cessiterait que l’axe de l’e´nergie soit tangent aux deux lignes du premier ordre
au point triple 112; ce serait donc une singularite´ de codimension 2.
• Si la fonctionnelle s est paire selon deux directions, on peut, en ajustant e etλ,
annuler les de´rive´es seconde de s selon deux directions. Une forme re´duite est
donne´e par
S(e, λ) = max
m
(−m41 −m42 − 2am21 − 2bm22 − cm21m22) , (3.17)
ou` c est une constante finie, c > −1 pour que le maximum existe. Les termes
impairs en m1 ou m2 ont e´te´ enleve´s, mais le terme m
2
1m
2
2 doit eˆtre conserve´;
2David Mukamel nous a signale´ que la de´nomination standard de ce type de singularite´ dans
l’ensemble canonique est “critical end point”.
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deux cas diffe´rents sont a` conside´rer, selon la valeur de c.
Pour c < 1, les deux transitions du deuxie`me ordre se croisent quand λ traverse
sa valeur critique λc. Pour λ < λc et λ > λc, on observe toujours deux transi-
tions du deuxie`me ordre. Quatre phases sont implique´es : (m1 = 0, m0), (m1 6=
0, m2 = 0), (m1 = 0, m2 6= 0), (m1 6= 0, m2 6= 0). Nous appellerons donc cette
singularite´ point quadruple du second ordre microcanonique (nous ne connaissons
pas d’appellation consacre´e pour cette singularite´, ni d’ailleurs pour celles qui
vont suivre).
Pour c > 1, la situation change, et la phase doublement asyme´trique (m1 6=
0, m2 6= 0) n’est jamais stable. Seules trois phases sont donc implique´es; la tran-
sition entre les deux phases asyme´triques, (m1 6= 0, m2 = 0) et (m1 = 0, m2 6= 0),
est du premier ordre, les deux autres sont du deuxie`me ordre : voir la figure 3.17.
Nous appellerons donc cette singularite´ un point triple 122 microcanonique.
A` nouveau, ces deux singularite´s peuvent se manifester de diffe´rentes fac¸ons selon
l’orientation de e et λ par rapport aux lignes de transition : voir la figure 3.17.
Nous de´taillerons les cas possibles au paragraphe suivant.
• Enfin, la dernie`re singularite´ est lie´e a` un comportement particulier des courbes
λ = cste : en codimension 1, il peut exister une telle courbe tangente a` une
ligne de transition du deuxie`me ordre : c’est l’analogue de l’aze´otropie pour le
deuxie`me ordre. Une forme re´duite est donne´e par
S(e, λ) = max
m
(−m4 + 2(e2 − λ)m2) . (3.18)
Cette singularite´ est repre´sente´e dans le plan (λ, e), a` la figure 3.18.
Construction des nouvelles singularite´s de codimension 1
Nous avons e´nume´re´ les cinq nouvelles singularite´s de maximisation. L’e´tude des
formes re´duites a permis de mettre en e´vidence qu’une meˆme singularite´ de maximi-
sation peut parfois se manifester de plusieurs fac¸ons diffe´rentes selon les orientations
relatives des lignes de transition et des axes de l’e´nergie et du parame`tre λ. Nous
e´nume´rons donc pour chaque singularite´ de maximisation les diffe´rentes situations
possibles.
Puis nous classifions toutes les nouvelles singularite´s de codimension 1 soit en com-
binant une de ces nouvelles singularite´s de maximisation avec un point ge´ne´rique vis
a` vis des proprie´te´s de convexite´ et de concavification (cela revient en fait a` e´tudier
la concavite´ des diffe´rentes branches implique´es), soit en combinant une transition de
phase du deuxie`me ordre avec une autre situation de codimension 0. Cela nous permet
de discuter la relation de chacune de ces singularite´s avec l’ensemble canonique, et de
trouver les nouveaux modes d’apparition de l’ine´quivalence d’ensembles, ce qui est un
des principaux buts de l’e´tude.
Cette partie de la classification est un petit peu fastidieuse, car les proprie´te´s de
concavite´ imposent de distinguer beaucoup de sous-cas. L’e´tude de ces proprie´te´s
est cependant ne´cessaire pour de´terminer quelles sont les transitions visibles dans
l’ensemble canonique, et donc comment apparaˆıt l’ine´quivalence.
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Figure 3.17: Le point quadruple du second ordre et le point
triple 122 microcanonique a` partir de la forme re´duite S (e, λ) =
maxm1,m2 {−m41 − 2am21 −m42 − 2bm22 − 2cm21m22}, ou` a et b sont des combinaisons
line´aires de e et λ. Quatre phases sont implique´es, note´es S (syme´trique m1 = m2 = 0,
Aa (antisyme´trique m1 6= 0, m2 = 0), Ab (antisyme´trique m1 = 0, m2 6= 0), et AA
(antisyme´trique m1 6= 0, m2 6= 0). Leur entropie est respectivement SS = 0, SAa = a2,
SAb = b
2 et SAA = (b
2 + a2 − 2cab) / (1− c2). Les figures a), b), c) correspondent
au point quadruple du second ordre microcanonique, pour respectivement
−1 < c < 0, c = 0, 0 < c < 1. La figure d), avec c > 1, correspond au point
triple 122 microcanonique. La figure b) montre l’allure de sa,b (m1, m2) dans les
diffe´rentes zones, la courbe de gauche correspondant a` la de´pendance en m1, celle de
droite a` la de´pendance en m2. Deux exemples de directions possibles pour e sont
indique´s par les fle`ches continues et tirete´es sur les figures a) et d).
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λ= e2
λ
e
Figure 3.18: Aze´otropie du deuxie`me ordre, a` partir de la forme re´duite (3.18). Les
sche´mas montrent l’allure de se,λ (m) dans les diffe´rentes zones. La ligne de transition
du deuxie`me ordre est repre´sente´e en gras et tirete´; le saut de concavite´ est ne´gatif en
passant du coˆte´ tirete´.
• La branche basse e´nergie (asyme´trique) d’un point tricritique microcanonique est
toujours convexe (on l’a vu plus haut par l’e´tude de la forme re´duite). Il y a
donc deux types de points tricritiques microcanoniques, selon la concavite´ de la
branche de haute e´nergie, que l’on appelle VV et VC. Aucun n’est visible dans
l’ensemble canonique, a` cause de la branche de basse e´nergie convexe.
• Pour chacun des deux types de point triple 112 microcanonique que nous avons
identifie´s sur la figure 3.16, il y a 6 possibilite´s, obtenues par combinaison des trois
types de transition du deuxie`me ordre de la figure 3.14, avec les deux concavite´s
possibles de la branche additionnelle. A` cause de la transition microcanonique
du premier ordre, aucun n’est visible canoniquement. Nous donnons une liste des
cas pour le type 1→ 2+1; la premie`re lettre correspond a` la branche responsable
de la transition du premier ordre, les deux dernie`res a` la transition du deuxie`me
ordre : C-CC, V-CC, C-VC, V-VC, C-VV et V-VV. Le cas du type 1 → 1 + 2
est analogue.
• Le point quadruple du second ordre microcanonique met en jeu quatre phases,
note´es S, Aa, Ab et AA (voir la figure 3.17). La phase doublement asyme´trique
AA est toujours la plus convexe, et la phase syme´trique S la plus concave; entre
les deux, le saut de concavite´ entre les branches Aa et Ab peut a priori eˆtre
positif ou ne´gatif. Ceci ne laisse que 6 combinaisons possibles de concavite´ pour
les branches AA, Aa, Ab, S (dans cet ordre) : VVVV, VVVC, VVCC, VCVC,
VCCC, CCCC.
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Lorsque l’on traverse la singularite´, la fac¸on dont se manifeste la transition (c’est
a` dire la succession des phases), de´pend de la direction de e : voir les trois di-
rections e1, e2, e3, e4 sur les figures 3.17a) et c). Suivant la direction e1, la
succession des phases est AA-Ab-S d’un coˆte´ de la transition, et AA-Aa-S de
l’autre; suivant e2, la succession est Ab-S-Aa→Ab-AA-Aa; suivant e3, la succes-
sion est AA-Ab→AA-Aa-S-Ab (ce n’est possible que si le parame`tre c de la forme
re´duite ve´rifie −1 < c < 0) : dans ce cas, trois transitions apparaissent a` partir
d’une seule; enfin, suivant e4, la succession des phases est Ab-S→Ab-AA-Aa-S
(ce n’est possible que si le parame`tre c ve´rifie 0 < c < 1) : dans ce cas e´galement,
trois transitions apparaissent a` partir d’une seule. Toutes les autres directions
possibles pour e et λ sont e´quivalentes a` l’une des pre´ce´dentes, e´ventuellement
en utilisant les changements de variables e → −e, λ → −λ, et le fait que les
branches Aa et Ab jouent un roˆle syme´trique. Par exemple, suivant la direc-
tion e5 de la figure 3.17c), la succession des phases est Aa-AA-Ab→Aa-S-Ab,
ce qui est en fait e´quivalent a` e2, apre`s les changements de variables e → −e,
λ → −λ. Pour chacun de ces quatre cas, nous e´tudions les concavite´s possibles
des diffe´rentes branches.
En utilisant les six configurations de concavite´ mises en e´vidence plus haut,
nous identifions cinq types de transitions AA-Ab-S→AA-Aa-S : VVV→VVV,
VVC→VVC, VCC→VVC, VCC→VCC, CCC→CCC (le cas VVC→VCC est
aussi possible, mais e´quivalent, par syme´trie, au cas VCC→VVC). Seul le cas
CCC→CCC est visible canoniquement, et il n’est pas associe´ a` l’apparition de
l’ine´quivalence d’ensembles (les ensembles sont e´quivalents avant et apre`s). Le
point quadruple du second ordre microcanonique AA-Ab-S→AA-Aa-S, CCC→-
CCC est donc associe´ a` un point quadruple du second ordre canonique AA-Ab-
S→AA-Aa-S.
De meˆme, il y a cinq types de transitions Ab-AA-Aa→Ab-S-Aa : VVV→VVV,
VVV→VCV, CVV→CCV, CVC→CCC, CCC→CCC (le cas VVC→VCC est
aussi possible, mais e´quivalent, par syme´trie, au cas CVV→CCV). Seuls les
types CCC→CCC et CVC→CCC sont visibles canoniquement, et ce dernier est
associe´ a` l’apparition d’une zone d’ine´quivalence d’ensembles (ou a` sa dispari-
tion, lorsque traverse´ dans ce sens la`) : la branche convexe AA est remplace´e
par une transition du premier ordre dans l’ensemble canonique. Nous concluons
que le point quadruple du second ordre microcanonique Ab-AA-Aa→Ab-S-Aa,
CCC→CCC est associe´ a` un point quadruple du second ordre canonique Ab-
AA-Aa→Ab-S-Aa, et que le point quadruple du second ordre microcanonique
Ab-AA-Aa→Ab-S-Aa, CVC→CCC est associe´ a` un point triple 122 canonique
Ab-Aa→Ab-S-Aa.
Conside´rons le type AA-Ab→AA-Aa-S-Ab; la direction de e (par exemple e3 sur
la figure 3.17a) implique que la branche Aa est plus convexe que la branche Ab
(il faut utiliser l’expression de l’entropie pour ces deux branches, respectivement
a2 et b2). Restent donc possibles cinq configurations de concavite´ : VV→VVVV,
VV→VVCV, VC→VVCC, VC→VCCC, CC→CCCC. Seule la dernie`re est vis-
ible canoniquement; elle n’est pas associe´e a` l’apparition de l’ine´quivalence, et
correspond a` un point quadruple du second ordre canonique AA-Ab→AA-Aa-S-
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Ab.
Enfin, analysons le type Ab-S→Ab-AA-Aa-S. Cette fois la direction de e (e4 sur
la figure 3.17c) implique que la branche Ab est plus convexe que la branche
Aa. Restent cinq configurations : VV→VVVV, VC→VVVC, VC→VVCC,
CC→CVCC, CC→CCCC. Le cas CC→CCCC est visible canoniquement, n’est
pas associe´ a` l’apparition de l’ine´quivalence, et correspond a` un point quadruple
du second ordre canonique Ab-S→Ab-AA-Aa-S. Le cas CC→CVCC est e´galement
visible canoniquement, et est associe´ a` l’apparition de l’ine´quivalence d’ensembles :
la branche convexe est remplace´e par une transition du premier ordre dans
l’ensemble canonique. C’est un point triple 122 canonique Ab-S→Ab-Aa-S (c’est
l’e´quivalent canonique, apre`s syme´trie, du point triple 122 microcanonique Aa-
Ab-S→Aa-S, discute´ ci-dessous).
• Le point triple 122 microcanonique est sche´matise´ sur la figure 3.17d). Il met en
jeu trois phases Aa, Ab et S; la transition entre Aa et Ab est du premier ordre,
les deux autres sont du deuxie`me ordre. On peut traverser la singularite´ de deux
fac¸ons, note´es e1 et e2 sur la figure.
Suivant e1, la succession des phases est Aa-Ab-S puis Aa-S (la transition du
premier ordre disparaˆıt). On peut montrer que la branche Aa est plus convexe
que la branche Ab, ce qui laisse quatre configurations possibles pour les con-
cavite´s : VVV→VV, VVC→VC, VCC→VC, CCC→CC. Seule la dernie`re est
visible canoniquement, et est associe´e a` l’apparition d’une zone d’ine´quivalence,
autour de la transition du premier ordre microcanonique. A` partir de la forme
re´duite, on montre que ce cas correspond a` un point triple 122 canonique Aa-
Ab-S→Aa-S.
Suivant e2, la transition du premier ordre est remplace´e par deux transitions
du deuxie`me ordre; la succession des phases est : Aa-Ab→Aa-S-Ab. Quatre
configurations de concavite´ sont possibles : VV→VVV, VV→VCV, VC→VCC,
CC→CCC (CV→CCV est possible aussi, mais syme´trique de VC→VCC). Seul
le cas CC→CCC est visible canoniquement, et est associe´ a` l’apparition d’une
zone d’ine´quivalence. C’est un point triple canonique 122 Aa-Ab→Aa-S-Ab.
• L’aze´otropie du deuxie`me ordre se manifeste par l’apparition simultane´e de deux
transitions du deuxie`me ordre. Apre`s la singularite´, les sauts de la concavite´
d2S/de2 sont ne´gatif puis positif, et exactement oppose´s, puisque les branches
basse et haute e´nergies sont les meˆmes. De plus, ces sauts s’annulent exacte-
ment au point de singularite´, ce qui montrent qu’au voisinage de ce point les
deux branches mises en jeu ont la meˆme concavite´. Il n’y a donc que deux con-
figurations de concavite´ : CC et VV; la premie`re est visible canoniquement, c’est
une aze´otropie du deuxie`me ordre canonique.
• On passe maintenant a` la superposition d’une transition du deuxie`me ordre avec
une autre situation de codimension 0. Elle peut d’abord se superposer avec un
point d’inflexion sur une des deux branches.
Si le point d’inflexion est sur la branche basse e´nergie de la transition du deuxie`me
3.2. CLASSIFICATION 79
ordre (branche asyme´trique, plus convexe, selon notre convention), cette transi-
tion passe du type CC au type VC. Cette situation est visible canoniquement et
correspond a` l’apparition d’une transition du premier ordre canonique a` partir
d’une transition du deuxie`me ordre. C’est un point tricritique canonique, et il
est associe´ a` l’apparition d’une zone d’ine´quivalence.
Si le point d’inflexion est sur la branche haute e´nergie, la situation passe de VC
a` VV. Cette configuration n’est pas visible canoniquement.
• Enfin, une transition du deuxie`me ordre concave-concave peut croiser un point
frontie`re d’un segment de droite de l’enveloppe concave de S(e). Il n’y a qu’une
seule configuration de concavite´ possible, visible dans l’ensemble canonique : on
voit canoniquement le croisement d’une transition du premier ordre avec une
transition du deuxie`me ordre, c’est donc un point triple 112 canonique. Il ap-
paraˆıt a` la limite d’une zone d’ine´quivalence, mais n’est pas associe´ a` l’apparition
d’une transition du premier ordre canonique, donc pas a` l’apparition d’une zone
d’ine´quivalence.
Table 3.1: Ce tableau re´sume les nouvelles singularite´s de codimension qui appa-
raissent en raison de la syme´trie. Dans la deuxie`me colonne est indique´ le type
de singularite´ microcanonique; les deux nombres de la troisie`me colonne pre´cisent
respectivement le nombre de fac¸ons diffe´rentes de traverser la singularite´ dans le
plan (e, λ), et le nombre total de configurations possibles lorsque la concavite´ des
diffe´rentes branches est prise en compte. La quatrie`me colonne indique la nature
et le nombre des singularite´s pre´ce´dentes visibles dans l’ensemble canonique. La
dernie`re colonne enfin e´nume`re les configurations qui sont associe´es a` l’apparition de
l’ine´quivalence d’ensembles.
Type de singularite´ Singularite´ Microcanonique Nbr Canonique (Nbr) Ine´quivalence
Maximisation
Tricritique
Triple 112
Quadruple 2e ordre
Triple 122
Aze´otropie 2e ordre
1/2
1/12
4/20
2/8
1/2
Non
Non
Quadruple 2e ordre (4)
Triple 122 (2)
Triple 122 (2)
Aze´otropie 2e ordre (1)
Non
Non
Non
2
2
Non
Convexite´ 2e ordre / Inflexion 1/2 Tricritique (1) 1
Concavification 2e ordre / Concavification 1/1 Triple 112 (1) Non
Nous avons fini l’e´nume´ration de toutes les situations de codimension 1 possibles,
dans le cas d’un syste`me pre´sentant une syme´trie (de type parite´). Nous avons trouve´
cinq nouvelles singularite´s de maximisation (point tricritique, point triple 112, point
triple 122, point quadruple du deuxie`me ordre, aze´otropie du deuxie`me ordre), et nous
obtenons, en prenant en compte les diffe´rentes possibilite´s de traverser ces singularite´s,
neuf nouvelles transitions de phases microcanoniques. Ces transitions de phase peu-
vent eˆtre combine´es a` de nombreuses configurations de convexite´ diffe´rentes. Il y a
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e´galement deux nouvelles singularite´ forme´es par superposition de deux situations de
codimension 0 : une transition du deuxie`me ordre avec un point d’inflexion, et une
transition du deuxie`me ordre avec la limite d’une zone de concavification. Tout cela est
re´sume´ dans le tableau 3.1. Notons que la plupart des singularite´s, comme de´ja` dans le
cas sans syme´trie, se trouvent dans la zone invisible canoniquement; ne´anmoins, cha-
cune des transitions microcanoniques a un e´quivalent canonique (ce qui est logique : en
effet, si nous avons construit dans cette classification la solution canonique comme con-
cavification de la solution microcanonique, elle est e´galement donne´e par un proble`me
d’optimisation, formellement identique au proble`me microcanonique; la classification
est donc cohe´rente).
Nous avons aussi identifie´ deux nouvelles voies vers l’ine´quivalence d’ensembles : le
point tricritique canonique, et le point triple 122 canonique (qui peut eˆtre associe´ dans
l’ensemble microcanonique a` un point triple 122 ou a` un point quadruple du deuxie`me
ordre).
Comme nous l’avons fait plus haut pour le cas non syme´trique (paragraphe 3.2.3), nous
passons en revue au paragraphe suivant les diffe´rentes configurations de´ja` observe´es
sur des mode`les particuliers dans la litte´rature, et nous mettons en e´vidence celles qui
ne l’ont pas encore e´te´.
d. Illustrations de la classification sur des exemples
Nous discutons d’abord en de´tail le cas du mode`le Blume-Emery-Griffiths champ
moyen, introduit au chapitre 1.
Le mode`le Blume-Emery-Griffiths
L’e´nergie et l’entropie de ce mode`le sont bien suˆr paires par rapport a` m, la magne´-
tisation. On doit donc s’attendre a` observer certaines des nouvelles singularite´s dues
a` la syme´trie. En faisant varier le rapport des constantes de couplage ∆/J , on peut
avoir acce`s aux singularite´s de codimension 1.
Reprenons la repre´sentation des courbes caloriques pour ce mode`le (voir la figure 1.3).
Sur la figure a), la branche basse e´nergie de la transition du deuxie`me ordre a une
tangente horizontale; c’est un exemple de point tricritique canonique. Il correspond a`
l’apparition d’une zone d’ine´quivalence d’ensembles, comme de´ja` note´. Sur la figure b),
on voit une transition du deuxie`me ordre avec une branche basse e´nergie convexe. Puis,
sur la figure c), la tangente de la branche basse e´nergie devient verticale : c’est un point
tricritique microcanonique, associe´ a` l’apparition d’une transition microcanonique du
premier ordre (figure d) : cette transition est de type VC, figure e) : elle est de type
CC). Ces re´sultats sont re´sume´s sur le diagramme de phase sche´matique de la figure
3.19. Le mode`le illustre donc certaines des nouvelles situations de codimension 0 et 1
dues a` la syme´trie du syste`me.
3.2. CLASSIFICATION 81
J∆/
C
C
C C
V
C
Cr
Mtp
Ctp
e
Figure 3.19: Diagramme de phase sche´matique pour le mode`le de Blume-Emery-
Griffiths champ moyen. Pour ∆/J → 0, le mode`le se re´duit a` un mode`le d’Ising,
et pre´sente une transition de phase du deuxie`me ordre (ligne continue fine). Au
point tricritique canonique (Ctp) naˆıt une zone d’ine´quivalence, et la transition
du deuxie`me ordre devient invisible dans l’ensemble canonique. A` partir de ce point
apparaissent e´galement une ligne de transitions du premier ordre canoniques (ligne
grasse et mi tirete´e mi pointille´e) et une ligne de de´stabilisations canoniques (ligne
grasse et tirete´e court). La ligne du deuxie`me ordre se termine au point tricritique
microcanonique (Mtp), ou` elle rencontre une ligne de transitions du premier ordre
microcanoniques (ligne grasse et continue) et une ligne de de´stabilisations microcanon-
iques (ligne grasse et tirete´e long). La ligne pointille´e est la continuation de la ligne
du deuxie`me ordre, elle est invisible dans les deux ensembles. La zone hachure´e est la
re´gion d’ine´quivalence d’ensembles, celle doublement hachure´e est la re´gion de chaleur
spe´cifique ne´gative. Cr est un croisement entre une transition microcanonique
du premier ordre et une de´stabilisation canonique.
Autres exemples
Les seules nouvelles singularite´s de codimension 0 sont les transitions du deuxie`me
ordre. Celles du type CC sont tre`s courantes (voir par exemple le mode`le BEG, au
paragraphe pre´ce´dent, l’interaction d’ondes de Langmuir et de particules re´sonantes
dans les plasmas [55], le mode`le HMF vu plus haut au paragraphe 2.3.2...). La con-
figuration VC a e´te´ observe´e au paragraphe pre´ce´dent pour le mode`le BEG, dans un
mode`le de point vortex en physique des plasmas [103] (figure 3.20), ainsi que pour un
plasma toro¨ıdal autoconfine´ [79] (figure 3.21). A` notre connaissance, la configuration
VV n’a jamais e´te´ observe´e.
Passons maintenant aux singularite´s de codimension 1, et a` un de nos objectifs prin-
cipaux : l’identification de tous les modes d’apparition de l’ine´quivalence d’ensembles.
Il y a deux nouveaux modes pour les syste`mes avec syme´trie. Le premier est le point
82 CHAPITRE 3. CLASSIFICATION DES TRANSITIONS DE PHASE
Figure 3.20: β en fonction de l’e´nergie pour un gaz bidimensionnel de points vortex
confine´s dans un cercle [103]. Au pointD survient une transition de phase du deuxie`me
ordre; la branche tirete´e (qui brise la syme´trie de rotation) est stable, et convexe. Il
s’agit donc d’une transition de type VC (notons que, contrairement a` nos conventions,
la branche bifurque´e non syme´trique est stable a` haute e´nergie dans ce cas).
tricritique canonique, au passage duquel une transition du deuxie`me ordre CC devient
VC; il a e´te´ observe´ au moins deux fois, dans un mode`le jouet pour les syste`mes auto-
gravitants (le HMF en dimension 2 [7]), et le mode`le BEG (voir paragraphe pre´ce´dent).
Ce mode d’apparition de l’ine´quivalence d’ensembles par point tricritique canonique
a d’ailleurs e´te´ e´tudie´ en de´tail par Leyvraz et al. [86]. En revanche, l’apparition de
l’ine´quivalence autour d’un point triple 122 canonique n’a jamais e´te´ observe´e.
En ce qui concerne les autres singularite´s de codimension 1, tre`s peu ont a` notre con-
naissance de´ja` e´te´ trouve´es. On peut citer la re´fe´rence [7], ou` un point triple canonique
112 est de´crit. Nous nous attendons bien suˆr a` ce que l’e´tude de nouveaux mode`les
fasse apparaˆıtre certaines des situations manquantes.
3.2.5 Conclusion
En s’appuyant sur le fait que l’approche champ moyen est, pour les syste`mes non ad-
ditifs, soit exacte, soit probablement une excellente approximation, nous avons dresse´
dans cette partie une classification de toutes les transitions de phase pouvant survenir
pour ces syste`mes, avec ou sans syme´trie, en ne faisant varier que l’e´nergie (codi-
mension 0), ou e´galement un parame`tre exte´rieur (codimension 1). Nous connaissons
donc tous les composants e´le´mentaires qui constituent les diagrammes de phase des
syste`mes avec une contrainte (l’e´nergie en ge´ne´ral) et un parame`tre exte´rieur.
Cette classification donne un cadre unique pour comprendre tous les phe´nome`nes
thermodynamiques inhabituels des syste`mes non additifs, en astrophysique, turbu-
lence bidimensionnel et ge´ophysique, physique des plasmas...Tous les diagrammes de
3.2. CLASSIFICATION 83
Figure 3.21: Courbe de l’entropie e fonction de l’e´nergie pour un plasma toro¨ıdal
magne´tiquement auto-confine´ [79]. La branche bifurque´e a` basse e´nergie est convexe,
il s’agit donc encore d’une transition microcanonique du deuxie`me ordre de type VC.
phase obtenus jusqu’ici dans la litte´rature (nume´riquement ou analytiquement) sont
repre´sente´s dans la classification. En revanche, certaines singularite´s que nous avons
classifie´es n’ont jamais e´te´ observe´es sur un mode`le pre´cis. C’est le cas notamment
de l’aze´otropie et du point triple 122 canonique, qui correspondent a` deux nouveaux
modes d’apparition de l’ine´quivalence d’ensembles. D’autres singularite´s microcanon-
iques, qui se caracte´risent par des proprie´te´s de concavite´ parfois exotiques, sont aussi
dans ce cas.
Ce travail peut se poursuivre logiquement dans plusieurs voies : en recherchant les
singularite´s de codimension 2, pour de´crire les diagrammes de phase des syste`mes avec
deux parame`tres; ou, ce qui est peut eˆtre plus inte´ressant, en e´tudiant le cas de deux
quantite´s conserve´es (qui peuvent eˆtre l’e´nergie et la circulation en dynamique des
fluides, l’e´nergie et le moment cine´tique total en astrophysique...).
Conclusion
Nous terminons ici cette premie`re partie consacre´e a` la me´canique statistique d’e´quilibre
des syste`mes a` longue porte´e. En nous appuyant notamment sur les travaux d’Ellis
et ses collaborateurs, nous avons introduit au de´but de cette partie la me´thode des
grandes de´viations, tre`s adapte´e aux interactions a` longue porte´e, et assez peu connue,
semble-t-il, hors du cercle des physiciens mathe´maticiens. Revenons d’abord sur ce
que nous a appris cette me´thode.
La me´thode des grandes de´viations, re´sume´
• Elle fournit une me´thode de calcul puissante pour de´terminer explicitement les
e´tats d’e´quilibre d’un certain nombre de syste`mes, dans l’ensemble canonique
ou microcanonique. Nous avons ainsi pu voir a` la section 2.3 que beaucoup
de mode`les jouets e´tudie´s auparavant nume´riquement, ou uniquement de fac¸on
canonique, e´taient exactement solubles; nous avons pu e´galement donner des
exemples mettant en e´vidence la phe´nome´nologie particulie`re de ces syste`mes a`
longue porte´e (le mode`le BEG notamment, meˆme si sa solution ne ne´cessite pas
l’emploi de techniques de grandes de´viations).
• D’autre part, la me´thode des grandes de´viations fournit e´galement des conclu-
sions inte´ressantes du point de vue formel : elle re´duit l’e´tude statistique des
syste`mes traite´s a` des proble`mes d’optimisation. C’est la base pour une e´tude
ge´ne´rale de la phe´nome´nologie de l’e´quilibre des syste`mes avec interactions a`
longue porte´e, de´veloppe´e aux sections 3.1 et 3.2.
• Enfin, si les syste`mes auto-gravitants et la turbulence bidimensionnelle sont
e´tudie´s depuis longtemps par des me´thodes statistiques, il n’en est pas de meˆme
pour les interactions ondes-particules par exemple; la me´thode des grandes de´via-
tions, peu connue en physique des plasmas, ou en physique des lasers, pourrait
trouver la` un terrain d’application totalement nouveau. Nous avons e´tudie´ un
exemple au chapitre 6.
A` premie`re vue, on pouvait s’attendre a` ce que la pre´sence d’interactions a` longue
porte´e complique techniquement les calculs statistiques. On s’aperc¸oit au contraire que
la longue porte´e, en rendant le champ moyen exact dans une certaine limite de scaling,
simplifie beaucoup la the´orie et permet une approche ge´ne´rale pousse´e. Re´pe´tons ici
que ces remarques ne sont pas valables pour tous les syste`mes a` longue porte´e, et
notamment pour certains syste`mes en interaction Coulombienne, ou syste`mes de´sor-
donne´s : la me´thode des grandes de´viations, puisqu’elle introduit une variable globale,
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ou moyenne´e a` gros grains, ne peut de´crire que les structures a` grande e´chelle (de
meˆme ordre de grandeur que le syste`me entier); dans sa forme simple pre´sente´e plus
haut, elle e´choue a` de´crire les syste`mes pour lesquels la physique inte´ressante ne se fait
pas a` cette e´chelle, comme les plasmas dont la densite´ de charge moyenne´e a` grande
e´chelle est nulle.
Proble`mes conceptuels de la physique statistique des interactions a` longue
porte´e
Un des objectifs de cette partie consacre´e a` la me´canique statistique d’e´quilibre des
syste`mes a` longue porte´e e´tait e´galement d’essayer de clarifier certains proble`mes de
fond. En effet, cette physique statistique d’e´quilibre est parfois conside´re´e comme
proble´matique du point de vue conceptuel, en raison du caracte`re non additif des
syste`mes conside´re´s. Elle a ainsi motive´ l’introduction de the´ories “exotiques”, comme
celle de l’entropie de Tsallis pre´sente´e rapidement en introduction. En re´alite´, nous
espe´rons avoir convaincu qu’il suffit de revenir aux premiers principes de la physique
statistique pour obtenir une description cohe´rente de l’e´quilibre de ces syste`mes : le
postulat d’e´quiprobabilite´ en phase de Boltzmann. Cette ide´e de base est bien suˆr tre`s
loin d’eˆtre nouvelle, et est utilise´e depuis longtemps en astrophysique, ou en turbu-
lence bidimensionnelle 3, mais n’avait apparemment pas, jusqu’a` re´cemment, conquis
tous les physiciens s’inte´ressant aux interactions a` longue porte´e. On peut se reporter
pour ce de´bat a` la critique par Vollmayr-Lee et Luijten de l’utilisation de l’entropie
de Tsallis dans des situations d’e´quilibre [110].
Par rapport aux syste`mes habituels a` courte porte´e, la principale diffe´rence concer-
ne alors le scaling : il faut choisir un scaling diffe´rent de la limite thermodynamique
standard, de´pendant de la porte´e des interactions. D’autre part, on ne peut pas con-
side´rer une petite partie d’un grand syste`me : chaque syste`me doit eˆtre e´tudie´ comme
un tout; les questions d’additivite´ de l’entropie ou de l’e´nergie pour deux syste`mes que
l’on rapproche n’ont alors pas beaucoup de sens. De ce fait, la phe´nome´nologie est,
comme on l’a vu, tre`s diffe´rente de celle des syste`mes a` courte porte´e (ine´quivalence
d’ensembles, chaleur spe´cifique ne´gative...), mais cela ne pose pas de proble`me con-
ceptuel particulier.
L’e´tude ge´ne´rale des proble`mes variationnels
La me´thode des grandes de´viations permet dans un certain nombre de cas de justi-
fier rigoureusement l’approche champ moyen. De plus, elle permet de supposer que,
lorsqu’aucune justification rigoureuse n’est disponible (syste`mes auto-gravitants par
exemple), cette approximation du champ moyen, constamment utilise´e dans la litte´-
rature, est excellente.
Cette approche champ moyen re´duit, exactement ou approximativement, la me´canique
statistique d’e´quilibre a` un proble`me variationnel, ce qui ouvre la voie a` une e´tude
ge´ne´rale de la phe´nome´nologie de ces syste`mes. Nous avons de´taille´ a` la section 3.1
3Ce point de vue a e´te´ de´fendu e´galement avec succe`s par D. Gross et ses collaborateurs dans le
cadre des syste`mes a` petit nombre de particules, parfois vus e´galement comme proble´matiques du
point de vue de la physique statistique [59].
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les re´sultats de´ja` connus, tire´s des travaux de Katz et Ellis notamment. A` la section
suivante 3.2, nous avons pousse´ beaucoup plus loin cette e´tude ge´ne´rale et proposons
une classification des transitions de phases et des diffe´rentes situations d’ine´quivalence
d’ensembles pouvant survenir pour ces syste`mes. Cette classification s’appuie lorsque
cela est possible sur les re´sultats mathe´matiques existants de la the´orie des singularite´s.
Les conclusions principales sont les suivantes :
• En codimension 0, c’est a` dire sans parame`tre exte´rieur et en faisant varier
uniquement l’e´nergie ou la tempe´rature, toutes les situations possibles ont de´ja`
e´te´ observe´es sur les diffe´rents mode`les e´tudie´s en de´tail dans la litte´rature.
• La situation est tout a` fait diffe´rente en codimension 1, c’est a` dire en pre´sence
d’un parame`tre exte´rieur que l’on peut faire varier : la classification a mis en
e´vidence une varie´te´ insoupc¸onne´e de phe´nome´nologies possibles dans ce cas,
dont beaucoup n’ont pas encore e´te´ observe´es sur un mode`le pre´cis. Deux nou-
veaux modes d’apparition d’ine´quivalence d’ensembles ont notamment e´te´ de´-
couverts.
Cette classification est pour le moment limite´e a` un seul parame`tre exte´rieur, et une
seule quantite´ conserve´e. Elle peut naturellement eˆtre ge´ne´ralise´e dans ces deux direc-
tions : en ajoutant un second parame`tre exte´rieur, on aurait acce`s aux singularite´s de
codimension 2; en conside´rant la possibilite´ de deux quantite´s conserve´es, on pourrait
e´tudier le phe´nome`ne d’ine´quivalence d’ensembles simultane´ment sur trois ensembles,
par exemple microcanonique, canonique et grand canonique. Cette situation a` deux
quantite´s conserve´es est importante par exemple en astrophysique, ou` l’on peut sou-
vent conside´rer qu’en plus de l’e´nergie, le moment cine´tique total d’un amas d’e´toiles
ou d’une galaxie est conserve´.
Remarquons enfin que l’ine´quivalence d’ensembles n’est pas un phe´nome`ne spe´cifique
aux interactions a` longue porte´e : voir par exemple la re´fe´rence [98], meˆme si les au-
teurs ne pre´sentent pas leurs re´sultats sous cet angle. Une e´tude de ce phe´nome`ne
hors du cadre des interactions a` longue porte´e reste a` faire.
Que nous apprend la me´canique statistique d’e´quilibre ?
On voit donc que l’e´tude de la me´canique statistique d’e´quilibre des syste`mes avec
interactions a` longue porte´e peut eˆtre pousse´e tre`s loin. Mais que nous apprend-elle
sur le comportement physique re´el des syste`mes physiques conside´re´s ? Elle nous dit
ceci : l’immense majorite´ des e´tats microscopiques accessibles au syste`me, en tenant
compte des contraintes (quantite´s conserve´es), correspond a` un e´tat macroscopique
bien de´fini µ∗, que l’on peut de´terminer par le calcul. µ∗ est, selon le cas, la densite´
de masse, la distribution de vorticite´, la magne´tisation d’e´quilibre du syste`me... En
d’autres termes, si l’on choisit au hasard un e´tat microscopique pour le syste`me sur la
surface d’e´nergie constante (cas de l’ensemble microcanonique standard), il correspond
presque certainement a` l’e´tat macroscopique µ∗.
Malheureusement, la situation physique est souvent plutoˆt celle-ci : le syste`me part
d’une condition initiale qui n’est pas en ge´ne´ral a` l’e´quilibre, il e´volue pendant un
certain temps, et on cherche a` connaˆıtre son e´tat. Sauf cas particulier (un syste`me
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inte´grable par exemple), le syste`me finira sans doute par atteindre son e´tat d’e´quilibre
statistique; mais la question du temps de relaxation ne´cessaire pour atteindre cet
e´quilibre est alors cruciale, et nous allons voir a` la partie suivante que la compre´hension
de ces syste`mes avec interactions a` longue porte´e peut reque´rir effectivement une e´tude
hors e´quilibre, et la re´introduction du temps dans le proble`me.
Terminons ce chapitre par une remarque sur la me´thodologie utilise´e : dans le
cadre de la me´canique statistique d’e´quilibre, la me´thode des “mode`les jouets” a pu
eˆtre mene´e jusqu’au bout. Des concepts et outils ge´ne´raux ont e´te´ mis en e´vidence
sur des mode`les simples, puis ge´ne´ralise´s; finalement, la meilleure compre´hension des
phe´nome`nes a permis de sugge´rer de nouveaux domaines d’application potentielle,
comme l’interaction onde-particules dans certains lasers (voir le paragraphe 2.3.3 et le
chapitre 6).
Part II
Dynamique hors e´quilibre
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Introduction
On l’a vu au premier chapitre : on dispose d’outils puissant pour traiter la me´canique
statistique d’e´quilibre des syste`mes a` longue porte´e (au moins d’une large classe d’entre
eux). Ces re´sultats d’e´quilibre nous renseignent sur la structure de l’immense majorite´
des e´tats microscopiques accessibles au syste`me, et sont donc importants. Ne´anmoins,
avant de pouvoir tirer de ces re´sultats des conclusions quant au comportement re´el
des syste`mes conside´re´s, il est ne´cessaire d’en connaˆıtre les proprie´te´s de relaxation.
De manie`re ge´ne´rale, il s’ave`re que les temps de relaxation pour les syste`mes a` longue
porte´e peuvent eˆtre tre`s longs, et augmenter avec le nombre de particules, ce qui rend
indispensable une compre´hension de la dynamique hors e´quilibre. La formation de
structures cohe´rentes hors e´quilibre [4, 109], et, re´cemment, des phe´nome`nes de vieil-
lissement [115] ont aussi e´te´ observe´s.
Lors de l’e´tude des proprie´te´s d’e´quilibre, nous avons commence´ par nous appuyer sur
des mode`les jouets (mode`les BEG champ moyen, HMF, α-Ising...), facilement solubles
analytiquement, pour de´gager des concepts ge´ne´raux. Une approche tre`s ge´ne´rale a
finalement e´te´ rendue possible par l’e´tendue de la validite´ du champ moyen. Nous
allons essayer de proce´der de la meˆme fac¸on pour e´tudier les proprie´te´s dynamiques,
et on aimerait bien entendu trouver dans ce cas un concept unificateur aussi simple
que le champ moyen. A` premie`re vue, on peut penser le trouver dans ce qui est en
quelque sorte l’e´quivalent dynamique du champ moyen, l’e´quation de Vlasov.
L’e´quation de Vlasov
a. Convergence vers la dynamique de Vlasov
La me´canique statistique d’e´quilibre de particules en interaction rencontre tre`s vite
des difficulte´s de calcul importantes, meˆme pour des mode`les apparemment simples
(mode`le d’Ising par exemple). La situation de la the´orie cine´tique, qui se propose
de de´duire, a` partir des e´quations microscopiques, l’e´volution d’observables macro-
scopiques, n’est pas plus facile : il est en ge´ne´ral impossible de tenir compte des
corre´lations que la dynamique fait naˆıtre entre les particules. A priori, la the´orie
cine´tique de´crit un syste`me par une distribution de probabilite´ sur l’espace des phases
a` N particules, fN(r1,p1, . . . , rN,pN, t); cette distribution contient toute l’information
sur les corre´lations. L’approximation la plus simple consiste alors a` ne´gliger ces
corre´lations, et a` de´crire le syste`me par une seule distribution de probabilite´, a` une
particule, f(r,p, t); la distribution de probabilite´ a` N particules fN est alors donne´e
par
fN(r1,p1, . . . , rN,pN, t) = f(r1,p1, t) . . . f(rN,pN, t). (3.19)
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L’e´volution de cette fonction a` une particule se fait alors sous l’effet du potentiel moyen
dans le syste`me d’une part, des collisions entre particules d’autre part :
∂f
∂t
+ p.∇rf −∇rU.∇pf = C(f) , (3.20)
ou` U est le potentiel, et C(f) repre´sente l’e´volution due aux collisions. L’e´quation
de Vlasov s’obtient a` partir de celle-ci en ne´gligeant le terme de collisions. Il s’agit
en ge´ne´ral d’une mauvaise approximation, mais lorsque l’interaction entre particules
est a` longue porte´e, le potentiel de´pend lui meˆme de fac¸on non locale de f , et ce
terme produit une e´volution non line´aire complexe, qui peut eˆtre dominante. De fait,
il existe des re´sultats exacts tre`s ge´ne´raux permettant de de´montrer la convergence de
la dynamique particulaire ve´ritable vers la dynamique de l’e´quation de Vlasov, pour
un nombre de particules N tendant vers l’infini.
Plus pre´cise´ment, le the´ore`me de Braun et Hepp [28] dit : soit un syste`me classique
de N particules, interagissant via un potentiel
Ep =
1
N
∑
1≤i<j≤N
Φ (xi − xj) , (3.21)
avec Φ paire (Φ(x) = Φ(−x)), et suffisamment re´gulie`re (par exemple deux fois de´ri-
vable et a` de´rive´es borne´es). Alors pour tout temps t et pour toute erreur admissible
fixe´e ε, il y a un nombre de particules N pour lequel les dynamiques particulaire et de
Vlasov co¨ıncident jusqu’au temps t, avec une erreur maximale ε. Il ne dit pas : pour
toute erreur ε, il existe N tel que pour tout t les dynamiques co¨ıncident a` ε pre`s4...
Comme pour les e´tudes a` l’e´quilibre, la renormalisation par 1/N de l’interaction dans
(3.21) peut a priori paraˆıtre e´trange; mais elle correspond, comme discute´ au para-
graphe 2.4.1, a` une limite d’un nombre de particules tendant vers l’infini, prise en
gardant constante l’e´chelle de temps microscopique du syste`me (la pulsation plasma
par exemple); ce peut eˆtre la limite physiquement inte´ressante. Enfin, remarquons que
les hypothe`ses de re´gularite´ sur le potentiel Φ ne sont pas satisfaites pour les syste`mes
auto-gravitants; on retrouve la`, comme pour l’e´quilibre, le fait que les difficulte´s de ce
potentiel sont plutoˆt dues au comportement a` courte distance.
L’e´quation de Vlasov he´rite de la dynamique particulaire la conservation des meˆmes
quantite´s conserve´es : e´nergie totale, quantite´ de mouvement... D’autre part, le pas-
sage a` une description continue cre´e une infinite´ de nouvelles quantite´s conserve´es,
appele´es Casimirs. En effet, l’e´quation de Vlasov n’est qu’une e´quation d’advection
(non line´aire) de la densite´ f , si bien que toutes les quantite´ du type
I[ϕ] =
∫
ϕ (f(r,p, t) drdp , (3.22)
ou` ϕ est une fonction quelconque, sont conserve´es. On peut exprimer cela de fac¸on
e´quivalente en disant que l’aire associe´e a` chaque niveau de f est conserve´e. Ces
4Un e´nonce´ mathe´matiquement pre´cis du the´ore`me ne´cessiterait d’entrer dans les de´tails de ce que
l’on entend par erreur, convergence...Nous avons choisi de rester a` ce niveau heuristique.
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nouvelles quantite´s conserve´es vont jouer un roˆle important dans la dynamique par-
ticulaire. D’autre part, il est connu que l’e´quation posse`de e´norme´ment de solutions
stationnaires ou se de´plac¸ant a` vitesse constante (modes BGK, pour Bernstein, Greene
et Kruskal). Ces deux faits, la pre´sence d’une infinite´ de nouvelles quantite´s conserve´es
et l’existence de tre`s nombreux e´tats stationnaires, peuvent donner une ide´e intuitive
de la raison pour laquelle la relaxation a` l’e´quilibre des syste`mes avec interactions a`
longue porte´e est de fac¸on ge´ne´rale si lente : nous reviendrons sur ce point au chapitre 5
et de´taillerons cette ide´e sur l’exemple du mode`le HMF.
b. Relaxation collisionnelle, relaxation violente
Puisqu’on a ne´glige´ les collisions entre particules, et cre´e´ de ce fait une infinite´ de
nouvelles quantite´s conserve´es, on pourrait penser que la dynamique de Vlasov ne
relaxe pas vers un e´quilibre statistique. En re´alite´, la dynamique d’advection non
line´aire de Vlasov cre´e rapidement une filamentation de plus en plus fine de la densite´
f , si bien qu’une distribution d’e´quilibre peut apparaˆıtre pour la densite´ f¯ , moyenne a`
gros grains de la densite´ re´elle f . C’est le principe de la relaxation violente, introduit
par Lynden-Bell en 1968 dans le contexte astrophysique [87]; elle agit sur des temps
beaucoup plus courts que la relaxation due aux collisions entre particules (appele´e
relaxation collisionnelle), et conduit a` un e´quilibre statistique diffe´rent de l’e´quilibre
collisionnel complet, car il contient les traces des nouvelles quantite´s conserve´es5. Nous
n’entrons pas ici dans les de´tails de la me´canique statistique de l’e´quation de Vlasov,
dont nous donnerons un exemple au chapitre 6.
On peut remarquer que l’e´quation de Vlasov est tre`s proche de l’e´quation d’Euler de
la turbulence 2D qui est aussi une e´quation d’advection non line´aire, de la vorticite´
cette fois, et conserve e´galement une infinite´ de Casimirs. Cette remarque a permis
a` Chavanis, Sommeria et al. [33] d’e´tendre aux syste`mes auto gravitants les re´sultats
de me´canique statistique d’e´quilibre obtenus pour la turbulence 2D [91, 99, 90], et
de de´velopper la profonde analogie entre ces domaines de la physique a priori tre`s
e´loigne´s.
L’e´quation de Vlasov peut elle jouer un roˆle analogue, pour la compre´hension de
la dynamique, a` celui du champ moyen pour l’e´quilibre ? Le re´sultat de Braun et
Hepp incite a` penser que oui. En re´alite´, le the´ore`me montre la convergence vers la
dynamique de Vlasov lorsqueN →∞, pour tout intervalle de temps borne´. Autrement
dit, la dynamique des particules et la dynamique de Vlasov co¨ıncident sur un temps qui
diverge avecN ; mais cette divergence peut eˆtre lente, et une e´tude attentive des e´chelles
de temps est ne´cessaire pour chaque cas : le temps pour lequel l’e´quation de Vlasov
est une bonne approximation de la dynamique, le temps de relaxation de l’e´quation de
Vlasov elle meˆme vers son e´quilibre, et le temps de relaxation vers l’e´quilibre statistique
ve´ritable (appele´ temps de relaxation collisionnel).
• Une inspection des de´monstrations du the´ore`me de Braun et Hepp, ou d’autres
the´ore`mes analogues pour d’autres syste`mes [54], donne une estimation du temps
5Dans le cas des syste`mes auto gravitants, la prise en compte des Casimirs permet en fait de
de´finir rigoureusement un e´quilibre statistique, qui n’existe pas a` proprement parler pour le syste`me
particulaire; nous avons de´ja` fait allusion a` ce fait au cours du premier chapitre.
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tv sur lequel l’e´quation de Vlasov co¨ıncide avec la dynamique particulaire. On
trouve a priori tv ∼ lnN . On verra cependant au chapitre 5 que, lorsque la
condition initiale correspond a` un e´tat stationnaire de l’e´quation de Vlasov, ce
temps peut eˆtre bien plus grand, d’ordre N .
• Le temps de relaxation de l’e´quation de Vlasov vers son e´quilibre statistique
ne de´pend bien suˆr pas du nombre de particules N ; il est ne´anmoins connu que
cette relaxation peut eˆtre tre`s ralentie, voire stoppe´e, et la dynamique eˆtre pie´ge´e
dans l’un des nombreux e´tats stationnaires de l’e´quation de Vlasov. Ainsi, meˆme
pour un syste`me “re´ellement” continu (un fluide par exemple), ou` le temps de
relaxation de l’e´quation de Vlasov n’est pas en compe´tition avec d’autres temps6,
la de´termination de l’e´tat stationnaire pertinent de la dynamique de Vlasov peut
eˆtre tre`s difficile. Nous reviendrons aussi sur ce point au chapitre 5, par l’e´tude
d’un exemple.
• Enfin, le temps de relaxation collisionnel de´pend fortement de N . Il a e´te´ estime´
pour les syste`mes auto gravitants par Chandrasekhar tc ∼ N/ lnN . On verra,
toujours au chapitre 5, qu’il peut eˆtre diffe´rent, sur certains mode`les simples; de
manie`re ge´ne´rale, tc ≫ tv.
Il est connu depuis longtemps en astrophysique que, puisque ces temps de´pendent
du nombre de particules N , l’e´chelle de temps, et donc la description (Vlasovienne
ou particulaire) pertinente de´pend de la taille du syste`me. Ainsi, le temps de re-
laxation collisionnel d’une galaxie est gigantesque, beaucoup plus grand que l’aˆge de
l’univers. On pense donc que c’est le processus de relaxation violente (introduit pour
cela d’ailleurs par Lynden-Bell) qui est dominant. En revanche, le temps de relaxation
des amas globulaires, qui comptent beaucoup moins d’e´toiles, est plus petit, si bien
que la relaxation collisionnelle et l’e´quilibre statistique “ve´ritable” pourraient eˆtre per-
tinents dans ce cas. Il est aussi tout a` fait possible que l’e´chelle de temps inte´ressante
soit pre´cise´ment entre les deux : dans ce cas, le syste`me n’a pas encore relaxe´ vers
l’e´quilibre statistique complet, mais les effets de granularite´, ou de taille finie, jouent
de´ja` un roˆle important. Nous essaierons d’e´tudier pre´cise´ment le comportement d’un
mode`le jouet dans cette zone interme´diaire, au chapitre 5.
L’approche de Tsallis
La description, par de´finition de´licate, de ce re´gime interme´diaire a fait l’objet
tre`s re´cemment de nombreuses e´tudes en lien avec l’entropie de Tsallis : certains
auteurs pensent en effet que l’e´tat du syste`me dans cette re´gion, qui ne maximise pas
l’entropie habituelle (ce serait alors l’e´quilibre), maximise l’entropie de Tsallis. Le
mode`le jouet HMF ferromagne´tique, de´ja` pre´sente´ au chapitre 2, a notamment fait
l’objet de simulations nume´riques de´taille´es; les distributions de vitesses obtenues ont
6Nous voulons dire qu’il n’existe pas de temps lie´ au nombre de particules; il peut exister en
ge´ne´ral d’autres temps, lie´s par exemple a` la dissipation.
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alors e´te´ fitte´es par une distribution “de Tsallis”
P (v) =
[
1− β(1− q)v
2
2
]1/(1−q)
; (3.23)
Latora et al. utilisent la tempe´rature obtenue nume´riquement, et ajustent le parame`tre
q ainsi qu’un parame`tre de coupure aux grandes vitesses [82].
D’autre part, des simulations nume´riques plus re´alistes d’un syste`me de points auto
gravitants en dimension 3 ont montre´ une phe´nome´nologie un petit peu similaire :
apre`s une e´volution rapide, le syste`me est assez bien de´crit par une distribution “de
Tsallis”, puis son e´volution, plus lente, peut eˆtre caracte´rise´e par une de´pendance
temporelle du parame`tre de Tsallis q(t) [106]. Il n’y a plus ici un unique parame`tre
q, mais une famille qui de´crit l’e´volution lente du syste`me avant l’e´quilibre statistique
final.
A` l’heure actuelle, nous ne connaissons pas d’argument the´orique pour expliquer une
sorte d’universalite´ des distributions de Tsallis comme re´sultat de la relaxation vio-
lente, ou dans cette re´gion d’e´volution interme´diaire ou` les effets granulaires se font
sentir, mais la relaxation collisionnelle n’est pas acheve´e; les preuves nume´riques, au
moins dans le cas du mode`le HMF ferromagne´tique, nous semblent peu convaincantes
et limite´es a` des conditions initiales tre`s particulie`res. Nous suivons au chapitre 5
une approche qui nous semble plus logique, et qui consiste, fide`les a` notre strate´gie
de mode`les jouets, a` e´tudier en de´tail le cas du HMF ferromagne´tique avec les out-
ils a` notre disposition : les distributions de Tsallis, si elles sont pertinentes, doivent
apparaˆıtre a` la fin de l’e´tude, plutoˆt qu’eˆtre postule´es a priori. Pour terminer sur ce
sujet, pre´cisons que l’entropie de Tsallis a e´te´ applique´e a` un tre`s grand nombre de
proble`mes diffe´rents, dont la relaxation lente des syste`mes avec interactions a` longue
porte´e n’est qu’une petite partie (le site [108] fournit une bibliographie comple`te);
notre e´tude ne peut apporter d’e´le´ments que concernant cette petite partie.
Plan du chapitre
Nous nous inte´ressons de manie`re ge´ne´rale dans ce chapitre a` la relaxation vers
l’e´quilibre des syste`mes avec interactions a` longue porte´e, aux raisons qui la ralentis-
sent, et aux phe´nome`nes hors e´quilibre qu’elle engendre.
Nous concentrons notre e´tude sur deux mode`les jouets, dont l’e´quilibre statistique a
de´ja` e´te´ e´tudie´ au chapitre 1 : les mode`les HMF antiferromagne´tique et ferromagne´-
tique. Le but est bien suˆr de de´gager ensuite des concepts ge´ne´raux.
Le HMF antiferromagne´tique pre´sente la formation d’inte´ressantes structures hors
e´quilibre (paragraphe 2.3.2), qui restaient inexplique´es; nous les e´tudions en de´tail
au chapitre 4, et montrons qu’elles sont dues a` la pre´sence de deux e´chelles de temps
bien se´pare´es dans la dynamique. Le HMF antiferromagne´tique donne ainsi un exem-
ple entie`rement soluble analytiquement de dynamique a`N particules en interaction, ou`
la se´paration des e´chelles de temps conduit a` la formation de structures hors e´quilibre,
stables sur des temps tre`s longs. Il s’agit la` d’un phe´nome`ne assez fre´quent en physique,
et il est donc inte´ressant de disposer d’un mode`le dynamique a` N particules sur lequel
les calculs peuvent aller tre`s loin. Cependant, nous ne nous attendons pas a` ce que
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ce phe´nome`ne de se´paration des e´chelles temporelles soit une explication ge´ne´rale a` la
relaxation lente pour les syste`mes avec interactions a` longue porte´e.
En revanche, l’e´tude du HMF ferromagne´tique au chapitre 5 nous permettra de faire
des conjectures plus ge´ne´rales. Nous commencerons par pre´senter les e´tudes (nume´ri-
ques) et les re´sultats obtenus pre´ce´demment pour ce syste`me, qui a de´ja` une longue
carrie`re de mode`le jouet. Puis, nous montrerons comment le comportement aux temps
courts peut eˆtre pre´cise´ment e´tudie´ a` l’aide de l’e´quation de Vlasov, et pre´senterons
un sce´nario ge´ne´ral pour la dynamique de ce genre de syste`mes; nous le discuterons en
liaison avec les diffe´rentes the´ories propose´es, et les re´sultats nume´riques obtenus pour
le HMF ferromagne´tique et d’autres mode`les. Nous appliquerons les ide´es et re´sultats
issus de cette e´tude au chapitre 6, sur un mode`le de laser a` e´lectrons libres.
Chapter 4
Formation de structures hors
e´quilibre : e´tude du mode`le HMF
antiferromagne´tique
4.1 Introduction
Nous avons de´ja` introduit le mode`le HMF antiferromagne´tique au paragraphe 2.3.2.
Rappelons ici le Hamiltonien :
H =
N∑
i=1
p2i
2
+
1
2N
∑
i,j
cos(θi − θj). (4.1)
Les positions θi des particules sont comprises entre 0 et 2π, et obe´issent aux e´quations
du mouvement :
θ¨i =M1 sin (θi − ϕ1), (4.2)
ou` nous notons
M1 =M1e
iϕ1 =
1
N
∑
j
exp(iθj) . (4.3)
L’e´nergie potentielle peut se re´e´crire
Ep =
1
2N
∣∣∣∣∣
∑
j
eiθj
∣∣∣∣∣
2
=
N
2
|M1|2 . (4.4)
Les configurations a` M1 faible sont donc e´nerge´tiquement favorise´es. Depuis son in-
troduction par Antoni et Ruffo en 1995 [4], il est connu que le mode`le HMF antiferro-
magne´tique donne naissance a` des structures cohe´rentes de dure´e de vie tre`s longue.
La solution statistique canonique du mode`le, qui pre´voit une distribution homoge`ne
des particules sur le cercle quelle que soit la tempe´rature, ne les explique pas. A` basse
e´nergie, le syste`me s’organise spontane´ment en un double amas de particules, suivant
une dynamique particulie`re : voir la figure 4.1. Ce double amas, dont la distribution
apre`s un temps de relaxation assez grand est montre´e a` la figure 4.2, est stable sur des
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Figure 4.1: Formation du double amas aux temps courts : e´volution de la densite´
de particules en niveaux de gris (plus le gris est fonce´, plus la densite´ est e´leve´e). A`
partir d’une condition initiale ou` les particules sont distribue´es de fac¸on homoge`ne, on
observe une rapide concentration, puis l’apparition quasi pe´riodique des chevrons, qui
se resserrent lorsque le temps augmente.
temps tre`s longs (aucune de´croissance n’est observe´e nume´riquement pourN grand); la
pre´sence de cette structure modifie la chaleur spe´cifique du syste`me. Ces phe´nome`nes
ont e´te´ e´tudie´s nume´riquement en de´tail par Dauxois, Ruffo et Holdsworth [39].
On pouvait a priori supposer qu’il s’agissait d’une manifestation de l’ine´quivalence
d’ensembles, et qu’une analyse statistique microcanonique expliquerait la pre´sence du
double amas. En re´alite´, les deux ensembles sont e´quivalents dans ce cas la` (voir le
paragraphe 2.3.2), et certaines expe´riences nume´riques tendent a` montrer qu’il s’agit
d’un effet dynamique hors e´quilibre, stable sur des temps tre`s longs. D’une part, le
double amas se forme a` petite e´nergie pour une grande varie´te´ de conditions initiales,
mais pas pour toutes : la distribution spatiale initiale peut eˆtre quelconque, mais il
est ne´cessaire que la dispersion initiale des vitesses soit assez faible. D’autre part, des
simulations nume´riques plus re´centes avec un petit nombre de particules ont montre´
une de´gradation aux temps longs du double amas [85]. Une explication de la formation
de cette structure hors e´quilibre, de sa stabilite´ et de ses proprie´te´s manquait encore.
La re´ponse repose sur la pre´sence de deux e´chelles de temps dans la dynamique
des particules : une rapide oscillation de petite amplitude (de type plasma, due a` leur
re´pulsion), et un mouvement lent de grande amplitude. En exploitant ce fait, nous
obtenons par une me´thode de moyenne, a` la section 4.2, un Hamiltonien effectif qui
de´crit le mouvement lent des particules. Ce Hamiltonien effectif est lui meˆme de type
champ moyen, il fait donc partie de nos “syste`mes a` longue porte´e”.
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Figure 4.2: Distribution des particules en fonction de la position P(θ), pour N = 104,
une e´nergie par particule e ≃ 10−5, et apre`s un temps de relaxation assez long : environ
105 fois la pe´riode plasma.
Nous divisons ensuite le proble`me en deux parties. Dans un premier temps, nous
nous inte´resserons au comportement du syste`me aux temps courts (section 4.3), avec
l’objectif de de´crire pre´cise´ment les structures en chevrons de la figure 4.1. Dans un
second temps, nous e´tudierons le comportement aux temps longs (section 4.4). Cette
fois-ci, il s’agit d’expliquer la stabilite´ du double amas, sa forme (figure 4.2), la chaleur
spe´cifique modifie´e du syste`me...
Selon Antoni et al. [6], ce mode`le jouet permet de reproduire qualitativement, et
meˆme quantitativement, les proprie´te´s dynamiques d’un syste`me Coulombien a` une
dimension, pour des e´nergies supe´rieures a` celles que nous allons explorer dans la suite.
Ne´anmoins, l’inte´reˆt de son e´tude ne repose pas sur ses applications physiques directes,
mais plutoˆt sur les phe´nome`nes qu’il met en valeur : d’une part, la pre´sence de plusieurs
e´chelles de temps, la possibilite´ d’e´tudier une dynamique effective sont des phe´nome`nes
courants en physique des plasmas [5], et d’autre part l’e´tude du Hamiltonien effectif
fera apparaˆıtre beaucoup de caracte´ristiques dynamiques ge´ne´rales des syste`mes avec
interactions a` longue porte´e.
Nous avons publie´ l’e´tude de la formation de la structure dans [11]. Nous employons
dans cet article une me´thode un petit peu diffe´rente de celle que nous allons pre´senter
ici, fonde´e sur l’utilisation de l’e´quation de Vlasov. Les calculs ne´cessaires sont plus
simples, mais les re´sultats sont moins pre´cis et ne peuvent pas vraiment eˆtre exploite´s
pour l’e´tude des temps longs. Cette e´tude aux temps longs est rendue possible graˆce
a` la description Hamiltonienne effective; nous l’avons publie´e dans [13, 14].
4.2 La dynamique effective
La proce´dure d’obtention du Hamiltonien effectif repose sur l’existence de deux e´chelles
de temps bien se´pare´es dans la dynamique des particules, lorsque l’e´nergie du syste`me
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est faible : le temps rapide est intrinse`que, lie´ a` la fre´quence plasma du syste`me, le
temps lent de´pend de l’e´nergie. La figure 4.3 met bien en e´vidence que la trajectoire
de chaque particule est la superposition d’oscillations rapides de petite amplitude avec
un mouvement lent de grande amplitude. Nous allons employer la proce´dure suivante :
• introduire explicitement des variables rapides et lentes en utilisant pour θi la
forme
θi = θ
0
i (τ) + εfi(t, τ), (4.5)
avec τ = εt. Les fi repre´sentent les petites et rapides oscillations, et les θi sont
les variables lentes que l’on veut e´tudier; ε est donc proportionnel a` l’amplitude
des petites oscillations;
• obtenir les e´quations du mouvement pour les variables rapides fi et les re´soudre
explicitement (paragraphe 4.2.2);
• re´introduire cette solution dans l’expression de l’action du syste`me (nous al-
lons employer une formulation Lagrangienne), et moyenner cette action sur le
temps rapide, pour obtenir une dynamique restreinte aux variables lentes (para-
graphe 4.2.3).
L’ide´e de base est en fait celle de toutes les me´thodes variationnelles : on cherche
des solutions aux proble`mes en se restreignant a` un espace de fonctions particulier, ici
celles de la forme (4.5).
On conc¸oit que la me´thode soit d’autant meilleure que la se´paration des e´chelles de
temps est bien ve´rifie´e, c’est a` dire que ε est petit. Or ε est lie´ a` l’amplitude des petites
oscillations, si bien que l’e´nergie de ces petites oscillations est d’ordre ε2. On peut donc
estimer ε ∼ √e, ou` e est l’e´nergie par particule dans le syste`me. Les simulations de [39]
qui mettent en e´vidence le phe´nome`ne correspondent a` des e´nergies par particule de
l’ordre de 10−4 ou moins, donc a` ε ≃ 10−2. On s’attend donc a` ce que la proce´dure
de´crite ci-dessus soit tre`s bonne.
Raisonner en restant au niveau du Lagrangien (ou du Hamiltonien), plutoˆt que
sur les e´quations du mouvement, a plusieurs avantages. D’une part cette approche,
inspire´e par le livre de Witham [111], fournit une formulation Hamiltonienne pour les
variables lentes, et d’autre part elle donne acce`s naturellement a` une quantite´ “quasi-
conserve´e”, l’invariant adiabatique. Nous donnons au paragraphe suivant 4.2.1 un
exemple d’application simple de la me´thode, pour insister sur les concepts plutoˆt que
sur les calculs un petit peu techniques qui vont suivre.
4.2.1 Description variationnelle d’une dynamique adiabatique :
e´tude d’un exemple simple
Deux oscillateurs couple´s Conside´rons deux oscillateurs couple´s, l’un rapide (y)
et l’autre lent (x), de´crit par le Lagrangien
L(x, x˙, y, y˙) =
x˙2
2
+
y˙2
2
− ε
2x2
2
− y
2
2
− x
2y2
2
. (4.6)
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Figure 4.3: Trajectoire des particules pour le Hamiltonien d’origine 4.1. E´nergie par
particule e = 1.3 10−5.
On veut de´crire le mouvement lent de x, c’est-a`-dire celui qui ne de´pend que de τ .
Les oscillations de y sont rapides, on les suppose de petite amplitude; on utilise donc
l’ansatz :
y(t) = εa(τ) sinϕ(t), (4.7)
ou` τ = εt est l’e´chelle de temps lente, la phase ϕ(t) e´volue rapidement, mais dϕ/dt
est une variable lente. Au lieu d’effectuer un de´veloppement asymptotique sur les
e´quations du mouvement, comme il est plus habituel de faire, nous conservons la
formulation variationnelle (suivant Witham [111]). On introduit donc l’ansatz (4.7)
dans le Lagrangien (4.6), puis on moyenne sur la variable rapide ϕ. Apre`s simplification
d’un facteur ε2, on obtient
L(x, x˙, ϕ, ϕ˙, a) = 〈L〉t = x˙
2
2
+
a2ϕ˙2
4
− x
2
2
− a
2x2
4
− a
2
4
. (4.8)
Cette proce´dure de moyenne sur le temps rapide produit ne´cessairement des Lagrang-
iens cycliques vis a` vis des phases rapides, meˆme pour des exemples plus complique´s.
Ici, (4.8) est inde´pendant de ϕ, ce qui fournit naturellement un invariant (l’invariant
adiabatique) :
∂L
∂ϕ˙
=
1
2
a2ϕ˙ = P. (4.9)
Passons maintenant en formalisme Hamiltonien pour obtenir une formulation de
la dynamique effective de x. La de´rive´e temporelle de a n’intervient pas; il n’y a donc
pas de transformation de Legendre a` effectuer sur cette variable. On obtient
H(x, px, P, a) = Pϕ˙+ pxx˙− L = p
2
x
2
+
P 2
a2
+
x2
2
+
a2x2
4
+
a2
4
, (4.10)
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ou` P est une constante, et px le moment conjugue´ de x. L’e´quation “du mouvement”
pour a s’e´crit simplement
∂H
∂a
= 0 , (4.11)
ce qui fournit une expression de a en fonction de P et x, a4 = 4P 2/(1 + x2), ainsi que
de la fre´quence ϕ˙ =
√
1 + x2. En introduisant l’expression de a dans l’e´quation (4.10),
on obtient le Hamiltonien effectif de´crivant la dynamique de x :
Heff(x, px) = p
2
x
2
+
x2
2
+ P
√
1 + x2. (4.12)
L’invariant adiabatique P apparaˆıt comme un parame`tre dans la dynamique effective
de´crite par le Hamiltonien (4.12). L’obtention d’une formulation Hamiltonienne pour
la dynamique effective sera tre`s utile dans l’e´tude du mode`le HMF : elle nous permettra
d’utiliser les me´thodes de la me´canique statistique.
Formalisme Hamiltonien On peut se demander pourquoi passer au formalisme
Hamiltonien en cours de calcul, et pourquoi ne pas, par exemple, obtenir un Lagrangien
effectif en re´introduisant dans (4.8) les expressions de ϕ˙ et a obtenues. En fait, cette
proce´dure ne donne pas le bon re´sultat, comme on peut s’en convaincre sur un exemple
tre`s simple. Prenons un Lagrangien qui ne de´pend que d’une variable a, et de la de´rive´e
d’une variable x, L(x˙, a). Les e´quations du mouvement sont simplement ∂L/∂x˙ = p =
cste et ∂L/∂a = 0. Inversons la premie`re pour obtenir x˙ en fonction de p et a :
x˙ = f(p, a). Si on re´introduit cela dans le Lagrangien de de´part, on obtient un
Lagrangien effectif pour a :
Leff (a) = L (f(p, a), a) . (4.13)
On voit bien que l’e´quation du mouvement pour a de´duite de Leff n’est pas la meˆme
que celle de´duite de L...
En revanche, si on e´crit le Hamiltonien
Heff(a) = pf(p, a)− L (f(p, a), a) , (4.14)
l’e´quation du mouvement ∂Heff/∂a = 0 est correcte. Le formalisme Hamiltonien,
en rendant formellement inde´pendants chaque coordonne´e et son moment conjugue´,
permet donc ces substitutions. Nous allons utiliser cette proprie´te´ dans ce qui suit.
4.2.2 Les variables rapides
Revenons maintenant au mode`le HMF. La me´thode utilise´e est tre`s proche de celle
illustre´e ci-dessus, mais les calculs sont plus ardus. Le Lagrangien du syste`me est
L
(
θi, θ˙i
)
=
N∑
i=1
θ˙i
2
2
− 1
2N
∑
i,j
cos(θi − θj) . (4.15)
Les e´quations du mouvement sont donne´es par la minimisation de l’action S =
∫
Ldt.
On veut introduire dans (4.15) l’ansatz (4.5); commenc¸ons par quelques remarques
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et de´finitions.
Les petites oscillations, qui ont une amplitude d’ordre ε, et le mouvement lent, qui
e´volue sur des temps d’ordre ε, ont tous deux une e´nergie d’ordre ε2. La magne´tisation
totale est donc d’ordre ε, de meˆme que la magne´tisation lente M01 =
(∑
j e
iθ0j
)
/N .
On peut donc poser
εM01x =
1
N
∑
i
cos
(
θ0i + ψ
)
(4.16)
εM01y =
1
N
∑
i
sin
(
θ0i + ψ
)
, (4.17)
ou` ψ est une phase que nous allons de´finir dans ce qui suit.
On s’inte´resse a` la formation du double amas de particules; il est alors naturel d’introduire
un indicateur de son importance : M2 =
(∑
j e
2iθ0j
)
/N . Si |M2| = 1, les particules
sont regroupe´es en deux points se´pare´s de π sur le cercle; si |M2| = 0, le double amas
est inexistant. On choisit la phase ψ telle que
|M2| =
∣∣∣∣∣ 1N
∑
i
exp
(
2iθ0i
)∣∣∣∣∣ = 1N
∑
i
cos
(
2θ0i + 2ψ
)
. (4.18)
On introduit maintenant l’ansatz (4.5) dans le Lagrangien (4.15); on de´veloppe toutes
les expressions jusqu’a` l’ordre ε2, pour obtenir un nouveau Lagrangien L2 qui de´pend
des θ0i , des fi, et de leur de´rive´e par rapport au temps :
L2 = L2
(
θ0i ,
dθ0i
dτ
, fi,
dfi
dt
)
=
ε2
2
∑
i
[(
dθ0i
dτ
)2
+ 2
dθ0i
dτ
dfi
dt
+
(
dfi
dt
)2]
− ε
2N
2
[
(M01x)
2 + (M01y)
2
]
+
ε
N
∑
i,j
fi sin (θ
0
i − θ0j )
− ε
2
2N
∑
i,j
fifj cos(θ
0
i − θ0j ) . (4.19)
A` partir de cette expression, on obtient les e´quations du mouvement pour les variables
rapides, en conside´rant τ comme une constante :
f¨i =M
0
1x sin
(
θ0i + ψ
)−M01y cos (θ0i + ψ)− 1N
∑
j
fj cos
(
θ0i − θ0j
)
. (4.20)
C’est une e´quation line´aire du second ordre, a` coefficients constants par rapport au
temps rapide. Il faut donc pour la re´soudre diagonaliser la matrice :
T = [Tij ] =
1
N
[
cos(θ0i − θ0j )
]
; (4.21)
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on montre que T n’a que deux valeurs propres non nulles (Appendice B), de´finissant
les deux fre´quences ω± :
ω± =
√
1± |M2|
2
. (4.22)
Les deux vecteurs propres associe´s sont
X+ =
[
cos(θ0i + ψ)
]
i=1...N
(4.23)
X− =
[
sin(θ0i + ψ)
]
i=1...N
. (4.24)
On en de´duit (par la me´thode de variation de la constante par exemple) la solution
ge´ne´rale pour les oscillations rapides fi
fi(t, τ) =
[√
2A+ sin(ω+t+ ϕ+)−
M01y
ω2+
]
cos(θ0i + ψ)
+
[√
2A− sin(ω−t+ ϕ−) +
M01x
ω2−
]
sin(θ0i + ψ) . (4.25)
Les termes correspondant aux valeurs propres nulles n’apparaissent pas, car ils diverg-
eraient avec le temps et contrediraient l’uniformite´ du de´veloppement en ε.
4.2.3 Les variables lentes
La solution pre´ce´dente pour les fi a e´te´ obtenue en prenant τ constant. En re´alite´,
les θ0i , les amplitudes A±, les de´calages a+ = −M01y/ω2+, a− =M01x/ω2− et les fre´quences
propres de´pendent de τ . On va donc utiliser pour les fi le nouvel ansatz
fi =
[√
2A+(τ) sin(φ+(t)) + a+(τ)
]
cos(θ0i + ψ)
+
[√
2A−(τ) sin(φ−(t)) + a−(τ)
]
sin(θ0i + ψ) ,
(4.26)
ou` les φ±(t) sont des variables rapides, mais dφ±/dt, A±(τ), et a±(τ) sont des variables
lentes. On introduit (4.26) dans le Lagrangien (4.19), et on moyenne par rapport aux
variables rapides φ±(t). On laisse de coˆte´ un facteur ε
2, et on obtient le Lagrangien
moyenne´
Leff =
1
2
N∑
i=1
(
dθ0i
dτ
)2
+
N
2
[
A2+ω
2
+φ˙
2
+ + A
2
−ω
2
−φ˙
2
−
]
−N
[
M01x
2
+M01y
2
2
+M01ya+ ω
2
+ −M01xa− ω2− +
(
A2+ + a
2
+
) ω4+
2
+
(
A2− + a
2
−
) ω4−
2
]
,
(4.27)
ou` les ω± sont les fre´quences introduites au paragraphe pre´ce´dent. Puisqu’on a
moyenne´ sur les φ±(t), ces phases n’apparaissent plus dans l’expression du Lagrang-
ien (4.27), ce qui implique que leur moments conjugue´s P± sont conserve´s :
P± =
∂Leff
∂φ˙±
= NA2±ω
2
±φ˙± . (4.28)
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Les expressions ci-dessus sont l’analogue de (4.9) dans l’exemple des deux oscilla-
teurs. On passe maintenant en formalisme Hamiltonien (suivant la remarque du para-
graphe 4.2.1); comme (4.27) ne de´pend pas des de´rive´es temporelles de A+, A−, a+,
et a−, on ne fait pas de transforme´e de Legendre sur ces variables. On obtient, en
appelant p0i les moments conjugue´s des θ
0
i :
Heff = P+φ˙+ + P−φ˙− +
N∑
i=1
p0i θ˙
0
i − Leff (4.29)
=
P 2+
2NA2+ω
2
+
+
P 2−
2NA2−ω
2
−
+
N∑
i=1
p0i
2
2
+N
[
M01x
2
+M01y
2
2
+M01ya+ω
2
+ −M01xa−ω2−
+
(
A2+ + a
2
+
) ω4+
2
+
(
A2− + a
2
−
) ω4−
2
]
. (4.30)
Comme dans l’exemple, on e´crit maintenant les e´quations du mouvement associe´es
a` A± et a±. On en de´duit l’expression des fre´quences rapides (qui est bien celle
attendue apre`s l’e´tude de la matrice T) :
dφ±
dt
= ω± , (4.31)
des amplitudes :
A2± =
P±
Nω3±
. (4.32)
et des variables a± :
a+ = −
M01y
ω2+
et a− =
M01x
ω2−
. (4.33)
On peut maintenant re´introduire toutes ces expressions dans le Hamiltonien (4.30), et
on obtient finalement le Hamiltonien effectif cherche´, qui ne de´pend que des variables
lentes, et contient les invariants adiabatiques comme parame`tres :
Heff =
∑
i
p0i
2
2
+ P+ω+ + P−ω− . (4.34)
Une fois les invariants P± de´termine´s par les conditions initiales, la dynamique lente est
en principe donne´e par (4.34). Il faut ne´anmoins souligner une difficulte´ lorsque |M2|
s’annule : dans ce cas, les deux valeurs propres ω± se croisent. ψ, qui est de´finie
comme la moitie´ de la phase du nombre complexe M2, subit une discontinuite´ de π/2
en ce point, et les deux vecteurs propres X± (de´finis en fonction de ψ, voir l’e´tude de
la matrice T) s’intervertissent. La figure 4.4 pre´sente une illustration nume´rique de ce
phe´nome`ne.
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Figure 4.4: Les losanges repre´sentent l’e´volution de la fre´quence, obtenu
nume´riquement, en fonction du temps, pour N = 200 particules a` partir du Hamil-
tonien d’origine (4.1). Nous avons ajoute´ ω+ (ligne tirete´e) et ω− (ligne continue),
ainsi que |M2| (ligne pointille´e). On voit clairement l’e´change des deux fre´quences
lorsque |M2| passe par ze´ro.
En fait, dans la plupart des expe´riences nume´riques de l’article [39] que nous
voulons expliquer, une seule des fre´quences rapides e´tait excite´e. En effet, les au-
teurs utilisent des conditions initiales avec |M2| = 0; les deux valeurs propres de T,
sont alors de´ge´ne´re´es, et le syste`me choisit le vecteur propre X−. Dore´navant, nous
allons donc nous concentrer sur le cas ou` seule ω− est excite´e, et ne´gliger ce phe´nome`ne
de croisement de valeurs propres. En laissant de coˆte´ l’indice − pour P et le
0 pour
les pi, on obtient
Heff =
∑
i
pi
2
2
+ P
√
1− |M2|
2
. (4.35)
Avant de passer a` l’e´tude de´taille´e du Hamiltonien effectif (4.35), on peut ve´rifier
que les expressions obtenues pour la fre´quence et l’amplitude des oscillations rapides
(e´quations (4.31) et (4.32)) sont valables en comparant avec les simulations nume´riques;
la figure 4.5 montre que l’accord est parfait. Nous sommes maintenant preˆts pour
e´tudier la formation aux temps courts du double amas et les structures en chevron
de la figure 4.1 (partie 4.3); puis une e´tude statistique du Hamiltonien (4.35) nous
permettra de comprendre la stabilite´ et les proprie´te´s de la structure dans sa phase
quasi stationnaire (partie 4.4).
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Figure 4.5: Comparaison entre les fre´quences d’oscillation nume´rique (triangles) et
analytique (ligne continue pour ω− donne´ par l’e´quation (4.22)). Meˆme comparaison
pour les amplitudes d’oscillation : re´sultats nume´riques (cercles) et analytiques (ligne
pointille´e donne´e par l’e´quation (4.32)). La simulation est faite pour une e´nergie par
particule e = 3.6 10−5, jusqu’au temps tmax = 1500. La fre´quence est renormalise´e par
ωp =
√
2/2 et l’amplitude par A−(0), sa valeur a` t = 0.
4.3 Formation de la structure aux temps courts
Nous utilisons dans cette partie la description effective de la dynamique pour donner
une explication comple`te de la dynamique du syste`me aux temps courts, c’est-a`-dire
notamment l’apparition re´currente des “chevrons”, visibles sur la figure 4.1.
Pour comparer la dynamique de (4.34) avec la dynamique du Hamiltonien complet,
il faut analyser les conditions initiales utilise´es pour attribuer a` P la bonne valeur.
On conside`re les conditions initiales les plus utilise´es dans [39] : une distribution
ale´atoire des positions sur le cercle (avec M1 ≃ 0, donc une e´nergie tre`s faible), et des
vitesses initiales nulles. Dans ce cas, toute l’e´nergie est contenue initialement dans les
petites oscillations d’amplitude εA, ce qui correspond a` une e´nergie par particule a`
τ = 0 : e = ε2A2ω2/2 (on calcule l’e´nergie associe´e aux petites oscillations a` partir de
l’expression (4.25)). ε est de´fini jusqu’ici a` une constante pre`s, que l’on choisit de telle
sorte que A2ω2 = 1, pour ces conditions initiales : ceci revient a` poser ε =
√
2e. De
l’e´quation (4.32) a` τ = 0, on tire alors P/N = 1/
√
2.
Les e´quations du mouvement correspondant au Hamiltonien (4.35) sont
θ¨i = − P
N
√
2
√
1− |M2|
sin 2 (θi + ψ) . (4.36)
Elles couplent toujours de fac¸on non line´aire les N particules, et ne peuvent pas eˆtre
re´solues exactement. La figure 4.6 compare leur solution nume´rique avec la re´solution
directe des e´quations du mouvement comple`tes (4.2) : en dehors de la suppression des
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Figure 4.6: E´volution spatio-temporelle de N = 50 particules. Les re´sultats du Hamil-
tonien initial (4.1) et du Hamiltonien effectif (4.35) sont superpose´s : ils sont presque
indiscernables, sauf en ce qui concerne les petites oscillations. On a pris comme condi-
tion initiale des particules parfaitement e´quidistribue´es sur le cercle, avec une vitesse
initiale pi ∝ sin θi. L’e´nergie par particule est e = 2.5 10−5.
oscillations rapides, les deux jeux de trajectoires sont presque indiscernables. Pour
les temps courts, le syste`me est donc parfaitement de´crit par le Hamiltonien (4.34).
On voit aussi sur la figure 4.6 apparaˆıtre les re´gions de forte densite´ correspondant
aux chevrons : ce sont des zones ou` les trajectoires des particules se concentrent.
Plus pre´cise´ment ce sont les enveloppes des trajectoires des particules : c’est a` dire
les courbes auxquelles toutes les trajectoires des particules sont tangentes (ce sont les
analogues des caustiques en optique).
Pour de´crire quantitativement ces enveloppes, remarquons que si une solution ex-
acte des e´quations du mouvement (4.36) est hors de porte´e, on peut donner une ap-
proximation pour les temps courts. En effet, tant que M2 est presque constant, ces
e´quations (4.36) sont celles de N trajectoires de pendule simple, avec diffe´rentes condi-
tions initiales. Puisque les simulations de [39], comme indique´ plus haut, sont effectue´es
avec des particules initialement distribue´es au hasard sur le cercle, nous allons donc
faire dans ce qui suit l’approximation M2 = 0. On est donc ramene´ a` l’e´tude d’une
famille de trajectoires de´finies par l’e´quation
d2θ
dτ 2
+
1
2
sin (2θ) = 0, (4.37)
et par N conditions initiales avec vitesse nulle et re´partition quasi homoge`ne des angles
sur [0, 2π]. La figure 4.3 compare cette famille de trajectoires pendulaires (4.37) avec
la dynamique du Hamiltonien d’origine (4.30). L’accord qualitatif reste correct.
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Figure 4.7: (a) : Trajectoires des particules dans le potentiel suppose´ constant V =
− (cos 2θ) /4. (b) : Trajectoires des particules e´voluant selon le vrai Hamiltonien
(4.30). On peut voir les trois premie`res apparitions des chevrons. Deux phe´nome`nes
ne sont pas reproduits par les trajectoires simplifie´es de la figure (a) : les petites
oscillations, a` peine visibles sur la figure (b), qui ont e´te´ moyenne´es, et la pre´sence de
particules non pie´ge´es, au voisinage des maxima du potentiel V = − (cos 2θ) /4.
4.3.1 Divergence de la densite´
Les oscillations dans le potentiel effectif V (θ) = − (cos 2θ) /4 que ressentent les par-
ticules sont quasi harmoniques au voisinage des deux minima. Comme toutes les par-
ticules ont une vitesse initiale nulle, ceci implique que toutes les trajectoires voisines
des minima vont passer exactement a` ce minimum au meˆme moment, cre´ant une di-
vergence de la densite´ en ces points et a` ce temps τd. τd se calcule facilement : c’est le
quart de la pe´riode des oscillations quasi harmoniques au fond du puits; en unite´s de
temps originales
td =
τd
ε
=
π√
8ε
. (4.38)
De plus, on peut pre´voir que cette divergence apparaˆıt pe´riodiquement, chaque demi
pe´riode : tn = (2n−1)td. L’accord quantitatif avec les simulations du mode`le complet
est bon pour la premie`re divergence : voir la figure 4.8. On peut ne´anmoins remar-
quer que les divergences ont tendance par la suite a` survenir un peu plus toˆt dans le
mode`le complet : ceci est duˆ au fait que nous avons ne´glige´ la variation de M2, nous
reviendrons sur ce point au paragraphe suivant.
4.3.2 Description des caustiques
Apre`s chaque divergence de la densite´ de´crite au paragraphe pre´ce´dent naissent les
chevrons, ou enveloppes des trajectoires. Nous de´crivons maintenant leur forme.
Nous parame´trons chaque trajectoire θ(τ) solution de l’e´quation (4.37) par l’angle
initial θ0. La famille des trajectoires est donc de´crite par une e´quation F (τ, θ, θ0) = 0;
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Figure 4.8: Superposition des enveloppes calcule´es avec les trajectoires de 50 particules
re´parties de fac¸on homoge`ne entre 0 et 2π a` t = 0, pour une e´nergie par particule
e = 3 10−6. L’intervalle entre deux apparitions de chevrons a e´te´ re´duit d’un facteur
0.84 par rapport a` sa valeur the´orique (voir texte); le premier chevron n’a pas e´te´
de´place´.
F peut eˆtre exprime´e a` l’aide de fonctions elliptiques. L’enveloppe de cette famille
de trajectoires dans le plan (τ, θ) est donc donne´e par les deux e´quations (la me´thode
pour calculer l’e´quation de l’enveloppe est standard [116]) :
F (τ, θ, θ0) = 0 (4.39)
∂F
∂θ0
(τ, θ, θ0) = 0 . (4.40)
Ces e´quations ne sont bien suˆr pas solubles telles quelles, nous allons donc utiliser une
approximation de la fonction F au voisinage des naissance des chevrons, pour τ = τd.
Nous remplac¸ons la ve´ritable trajectoire des particules par une droite :
θ(τ, θ0) = v0 (τ − τ0) , (4.41)
ou` τ0 est le temps auquel la trajectoire commenc¸ant en θ0 passe au fond du puits,
θ = 0; bien suˆr, τ0 tend vers τd quand θ0 tend vers 0. v0 est la vitesse de la particule
lorsqu’elle passe en θ = 0. τ0 et v0 sont des fonctions de θ0. τ0 est le quart de la pe´riode
des oscillations d’une particule d’angle initial θ0 dans le potentiel V = (1− cos 2θ)/4;
les tables nous donnent τ0 = K0 = K(sin θ0), ou` K est l’inte´grale elliptique comple`te
du premier type. La conservation de l’e´nergie pour chaque particule (nous sommes
toujours dans l’approximation M2 = cste) permet d’obtenir v0 = sin θ0.
Les e´quations (4.39) et (4.40) qui donnent l’enveloppe se simplifient alors en
θ(τ, θ0) = v0 (τ − τ0) (4.42)
0 = v
′
0 (τ − τ0)− v0τ
′
0 . (4.43)
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ou` les
′
symbolisent la de´rivation par rapport a` θ0. On tire facilement de la` une
e´quation parame´trique pour l’enveloppe, c’est a` dire τ et θ en fonction de θ0, valable
pour θ0 petit (en effet les θ0 plus grands contribuent a` l’enveloppe plus loin du fond
du puits, et l’approximation (4.41) n’est plus valable). On voit aussi qu’il est facile
d’obtenir un de´veloppement limite´ en θ0, en conside´rant des ame´liorations de (4.41)
prenant en compte les de´rive´es suivantes, et en de´veloppant K0 a` l’ordre correspondant
en θ0. Cette proce´dure donne
τ = τs + 3aθ
2
0 +
(
5b+
2a
3
)
θ40 +
(
7c+
4b
3
+
4a
15
− 8a
3
3
)
θ60 +O(θ
8
0) (4.44)
θ = 2aθ30 +
(
4b+
a
3
)
θ50 +
(
6c+
2b
3
+
31a
180
− 4a3
)
θ70 +O(θ
9
0) , (4.45)
avec (a, b, c) = π
8
(
1, 11
48
, 173
2880
)
. Il est facile d’obtenir aussi l’e´quation pour les chevrons
successifs : ils ont leur origine pour le ne`me chevron en τn = (2n− 1)τd; il suffit donc
de remplacer dans l’e´quation (4.41) τ0 = K0 par (2n− 1)K0. A` l’ordre le plus bas, on
trouve ainsi
θ = 2a(2n− 1)
(
τ − τn
3a(2n− 1)
)3/2
(4.46)
donc
θ ∝ (t− (2n− 1)ts)
3/2
√
2n− 1 . (4.47)
Le facteur 1/
√
2n− 1 explique le re´tre´cissement des chevrons au fur et a` mesure que
le temps augmente. La figure 4.8 montre que les e´quations (4.44), (4.45) et leurs
ge´ne´ralisations aux n successifs de´crivent tre`s bien le processus de formation des
chevrons.
En re´alite´, les intervalles entre deux occurrences des chevrons ont e´te´ re´duits sur la
figure 4.8 d’un facteur 0.84 par rapport a` leur valeur the´orique de 2τd : c’est la signature
du fait que M2 est en re´alite´ non nul, et que par conse´quent, les particules n’e´voluent
pas dans un potentiel V = (1 − cos 2θ)/4, mais V = (1 − cos 2θ)/(4√1− |M2| .
LorsqueM2 est non nul, le potentiel devient plus raide, et la fre´quence des oscillations
augmente; une re´duction du temps τd d’un facteur 0.84 correspond a` |M2| ≃ 0.5, ce
qui est pre´cise´ment la valeur observe´e dans les simulations.
4.3.3 Lien avec la classification des singularite´s
On peut se demander si cette formation de structures par l’interme´diaire de caustiques,
ainsi que sa forme caracte´ristique en chevrons, est ge´ne´rale, ou bien e´troitement lie´e au
mode`le particulier que nous e´tudions ici. Une fois encore, la the´orie des singularite´s
nous aide a` re´pondre a` la question. Conside´rons un ensemble de particules en une
dimension, qui initialement ont une dispersion en vitesses tre`s faible, si bien qu’on
peut caracte´riser le syste`me par une densite´ de particules ρ(x) et par un champ de
vitesses v(x). Supposons que les particules e´voluent librement, sans collision, en con-
servant leur vitesse initiale; alors la position au temps t d’une particule initialement
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Figure 4.9: E´volution du profil de vitesse et de la densite´. La premie`re divergence
apparaˆıt au point d’inflexion, avec v′ < 0; de gauche a` droite : avant la premie`re diver-
gence, au moment de la divergence (singularite´ A3 selon la classification d’Arnold [10]),
et apre`s celle-ci(deux singularite´s A2).
en x0 est
x = x0 + tv(x0) . (4.48)
Les particules plus rapides vont rattraper les plus lentes, si bien que le profil de
vitesse se raidit, et la densite´ augmente aux points ou` le profil est raide : figure 4.9.
Plus pre´cise´ment, en utilisant la conservation de la masse, on en de´duit la densite´ de
particules au point x, au temps t :
ρ(x, t) = ρ(x0)
dx0
dx
, (4.49)
ou` x0 se calcule en fonction de x et t en inversant l’e´quation (4.48). On peut expliciter
le terme dx0/dx :
ρ(x, t) =
ρ(x0)
1 + tv′(x0)
. (4.50)
On voit alors que la densite´ diverge d’abord pour x0 tel que v
′(x0) est minimum et
ne´gatif; on peut calculer facilement que ρ(x) ∼ |x|−2/3 autour de cette divergence.
Puis le profil de vitesse devient trivalue´, et la densite´ diverge autour des deux points
de rebroussement du profil; la divergence est plus faible, ρ(x) ∼ |x|−1/2. Enfin, la
position de ces deux nouvelles divergences est caracte´rise´e par le meˆme exposant 3/2
que nous avons trouve´ pour les chevrons, a` l’e´quation (4.46). La situation est re´sume´e
par la figure 4.9. Ces re´sultats sont obtenus dans une situation tre`s simple, de par-
ticules inde´pendantes, avec une vitesse constante. Cependant, et c’est la` l’inte´reˆt et
la puissance de la the´orie des singularite´s, il est possible de montrer qu’une situation
plus complique´e, par exemple la pre´sence d’un potentiel, ou d’un potentiel cre´e´ par les
particules elles-meˆmes, ne change pas qualitativement les conclusions (re´fe´rence [10],
p. 31); ainsi, la formation des deux types de singularite´s, les exposants sont universels.
Ce sont bien ceux que l’on retrouve dans notre proble`me.
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Notons pour finir que la formation de ces singularite´s est lie´e a` notre condition ini-
tiale sans dispersion locale en vitesse : nous avons de´fini un champ de vitesse v(x).
La pre´sence d’une “tempe´rature locale” estompe les divergences, jusqu’a` les faire dis-
paraˆıtre lorsqu’elle devient trop importante [102]. La formation de ces structures spa-
tiales par l’interme´diaire de caustiques a e´te´ e´tudie´e en de´tail par Zeldovich et Shan-
darin dans le contexte astrophysique [102] : ce me´canisme pourrait eˆtre a` l’origine
des inhomoge´ne´ite´s de densite´ a` grande e´chelle dans l’univers (en trois dimensions,
d’autres structures que A2 et A3 sont possibles [10]).
4.3.4 Estimation de la distribution angulaire
Simplifier, comme on l’a fait, la dynamique effective, en supposant |M2| = 0, peut
sembler grossier, mais cela est tout a` fait suffisant pour de´crire le chevrons, et donne
e´galement des re´sultats inte´ressants en ce qui concerne la distribution de probabilite´
des particules ρ(θ). Les auteurs de [39] ont trouve´ que la distribution, apre`s une
e´volution initiale rapide, se stabilisait, en tre`s bonne approximation, autour de
ρ1(θ) =
1
2π
(1− log(2| sin θ|)) , (4.51)
sans avoir aucune the´orie conduisant a` ce re´sultat.
L’approximation du potentiel V = (1 − cos 2θ)/4 permet d’obtenir un re´sultat sim-
ilaire, notamment autour du fond du puits. En effet, puisque les oscillations sont
anharmoniques, au bout d’un certain temps, tout effet de cohe´rence entre les partic-
ules, meˆme de conditions initiales proches, aura disparu (sauf tre`s pre`s du fond du
puits ou` les oscillations sont quasi isochrones); on peut donc estimer la densite´ ρ(θ) en
additionnant les contributions de chaque trajectoire. Le long de la trajectoire d’une
particule, on a
θ˙ =
√
cos 2θ − cos 2θ0
2
. (4.52)
Or le temps dt(θ) passe´ par une particule autour d’une position θ est inversement pro-
portionnel a` sa vitesse θ˙(θ, θ0) en ce point. Par conse´quent, la trajectoire parame´tre´e
par sa condition initiale θ0 donne une contribution a` la densite´
ρθ0(θ)dθ =
dt(θ)dθ∫ θ0
−θ0
dt(θ)
=
2
√
2 dθ
T (θ0)
√
cos 2θ − cos 2θ0
, (4.53)
ou` T (θ0) est la pe´riode de la trajectoire. On calcule alors la densite´ de probabilite´
en additionnant toutes ces contributions, en tenant compte du fait que la distribution
initiale est homoge`ne en θ0. On obtient
ρ(θ) ∝
∫ π
2θ
2
√
2 du
T (u)
√
cos 2θ − cos 2u , (4.54)
pour θ ∈ [0, π/2]; le reste se de´duit par syme´trie et π-pe´riodicite´. Cette distribution
reproduit la divergence logarithmique de la densite´ au fond du puits donne´e par (4.51),
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Figure 4.10: Distribution ρ(θ) pour les temps “interme´diaires” (voir texte). Compara-
ison entre les re´sultats nume´riques (losanges) et la formule analytique (4.54) (ligne
continue), pour e ≃ 10−4. La ligne pointille´e correspond a` la formule (4.51).
et est en accord correct avec les re´sultats nume´riques pour des temps “moyennement
longs” (c’est a` dire de l’ordre de quelques centaines de pe´riodes des oscillations au fond
du puits) : voir figure 4.10. Le de´saccord est important surtout au niveau des maxima
du potentiel V (θ); c’e´tait a` pre´voir si on tient compte du fait que V n’est pas constant
mais oscille en re´alite´ un petit peu.
La simplification de la dynamique effective en une collection de particules inde´-
pendantes se de´plac¸ant dans un potentiel en double puits constant a donc permis de
de´crire quantitativement la dynamique aux temps courts (formation et re´currence des
chevrons), ainsi qu’en partie aux temps interme´diaires (densite´ ρ(θ)). Ne´anmoins, il
est clair que l’on peut faire mieux aux temps interme´diaires et longs en conside´rant
la dynamique effective comple`te. Au paragraphe suivant, nous verrons que cela nous
permet d’e´tudier le comportement du double amas aux temps longs, d’expliquer la
valeur |M2| ≃ 0.5 obtenue dans [39] pour diverses conditions initiales, ainsi que la
relation tempe´rature-e´nergie modifie´e T ≃ 1.3e.
4.4 Comportement du double amas aux temps longs
La dynamique effective est auto-cohe´rente : le potentiel dans lequel e´voluent les partic-
ules de´pend de l’e´tat global du syste`me, par l’interme´diaire de M2. Aux temps longs,
il est clair que l’approximation d’une collection de trajectoires inde´pendantes dans un
potentiel fixe ne sera pas suffisante : les particules peuvent e´changer de l’e´nergie par
l’interme´diaire du potentiel fluctuant. Pour e´tudier le comportement du double amas
aux temps longs, nous allons donc commencer par une e´tude statistique de´taille´e du
Hamiltonien effectif (paragraphe 4.4.1), avant de comparer les re´sultats avec les simu-
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lations nume´riques du mode`le initial. C’est l’un des avantages de la proce´dure utilise´e
pour obtenir la dynamique effective : puisqu’elle est formule´e de manie`re hamiltoni-
enne, elle se preˆte facilement a` une e´tude statistique.
4.4.1 E´tude du Hamiltonien effectif
Me´canique statistique du Hamiltonien effectif L’e´nergie potentielle du Hamil-
tonien effectif (4.35) ne de´pend que de la variable globaleM2; la me´thode des grandes
de´viations pour calculer les proprie´te´s d’e´quilibre, telle qu’elle est de´crite dans la
premie`re partie de cette the`se, s’applique donc sans proble`me. On verra que pour le
Hamiltonien effectif (4.35), les ensembles canonique et microcanonique sont e´quivalents;
on calculera ne´anmoins dans l’ensemble microcanonique, car cela facilite les compara-
isons avec les simulations nume´riques, effectue´es a` e´nergie constante. Pour plus de
clarte´, de´taillons les diffe´rentes e´tapes de la re´solution par la me´thode des grandes
de´viations.
E´tape1 :
Il y a deux quantite´s conserve´es : l’e´nergie et la quantite´ de mouvement totale. En
fait, une quantite´ de mouvement totale non nulle cre´e une rotation globale du syste`me,
de´couple´e du reste de la dynamique; on peut donc sans restriction conside´rer la quan-
tite´ de mouvement totale nulle, et ne s’inte´resser qu’a` l’e´nergie. Le syste`me e´tant
invariant par rotation, toutes les orientations de M2 sont e´quivalentes; on supposera
donc que |M2| = (
∑
cos 2θi) /N , et on posera M2 = |M2|.
La variable globale est alors facile a` choisir : on prendra µ = (u,M2), ou` u =
(
∑
p2i ) /N . L’e´nergie s’e´crit alors
Heff = N
(
u
2
+ P˜
√
1−M2
2
)
, (4.55)
avec P˜ = P/N .
E´tape2 :
L’entropie associe´e a` une valeur de u est comme d’habitude donne´e par (2.36) :
scin(u) =
1
2
ln u . (4.56)
Pour calculer l’entropie configurationnelle associe´e a` M2, il faut utiliser le the´ore`me de
Crame´r :
Ψ(λ) = ln 〈eλ cos 2θi〉
= ln I0(λ) , (4.57)
ou` I0 est la fonction de Bessel modifie´e d’ordre 0. Ce qui donne pour l’entropie
sconf(M2) = −max
λ
(λM2 − ln I0(λ)) . (4.58)
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E´tape 3 :
Pour obtenir la configuration d’e´quilibre a` une e´nergie E, pour une valeur P de
l’invariant adiabatique, il suffit de re´soudre le proble`me variationnel
s(E, P ) = max
M2
(
1
2
ln
(
P
N
)
+
1
2
ln
(
2E
P
−
√
1−M2
2
)
+ sconf (M2)
)
. (4.59)
La valeur d’e´quilibre M∗2 ne de´pend donc que du rapport E/P . On voit bien sur
l’e´quation (4.59) la compe´tition entre les deux termes : M2 grand est de´favorable pour
l’entropie configurationnelle, mais permet une plus grande e´nergie cine´tique, favorable
pour l’entropie scin.
La solution de ce proble`me variationnel est donne´e par la ligne continue de la fig-
ure 4.12. Il n’y a pas de transition de phase : M∗2 est non nul quelle que soit l’e´nergie;
ne´anmoins, M∗2 tend vers 0 pour les tre`s grandes valeurs du rapport E/P : les partic-
ules sont presque libres dans cette limite.
Une fois que la valeur d’e´quilibreM∗2 est connue, il est facile de comple´ter la description
de l’e´quilibre statistique. La tempe´rature est donne´e par
T = 〈u〉 = 2
N
〈
E − P
√
1− |M2|∗
2
〉
. (4.60)
La distribution des vitesses est alors une Maxwellienne avec tempe´rature T , et la
distribution angulaire une Boltzmannienne ρ(θ) ∝ e−V (θ)/T , avec le potentiel
V (θ) =
P
N2
√
2
√
1− |M2|∗
(1− cos(2θ + 2ψ)) . (4.61)
Relaxation a` l’e´quilibre du Hamiltonien effectif Nous avons maintenant a` dis-
position une description comple`te de l’e´quilibre statistique du Hamiltonien effectif.
On voudrait bien suˆr en tirer des conclusions concernant le mode`le de de´part, HMF
antiferromagne´tique. Malheureusement, le Hamiltonien effectif est un Hamiltonien de
type champ moyen, et, comme indique´ en introduction, la dynamique de ces syste`mes,
dans certaines conditions, ne relaxe que tre`s lentement vers l’e´quilibre. Nous allons
donc commencer par e´tudier les e´chelles de temps de la relaxation a` l’e´quilibre du
Hamiltonien effectif, avant de les comparer avec celles du mode`le complet. Ceci nous
permettra de de´terminer s’il est raisonnable d’espe´rer observer l’e´quilibre statistique
du mode`le effectif dans la dynamique re´elle.
Les proprie´te´s de relaxation a` l’e´quilibre des syste`mes avec interactions a` longue porte´e
(dont le Hamiltonien effectif ou le syste`me complet sont des exemples) posent un
proble`me important en lui-meˆme. Nous nous concentrons ici sur le cas du Hamiltonien
effectif (4.34), et approcherons le proble`me de manie`re plus ge´ne´rale au chapitre suiv-
ant 5.
La figure 4.11 illustre l’approche a` l’e´quilibre de la dynamique effective, pour trois
tailles diffe´rentes du syste`me, avec comme conditions initiales des vitesses nulles et
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Figure 4.11: Relaxation a` l’e´quilibre des trois premiers moments pairs (moyenne´s sur le
temps) < M2n >, a` partir de simulations nume´riques de la dynamique effective (4.35).
La ligne continue (respectivement pointille´e et tirete´e) correspond aux re´sultats pour
N = 200 (resp. N = 800 et N = 3200). < M2 >, < M4 > et < M6 > sont repre´sente´s
de haut en bas. Ils convergent aux temps longs vers les valeurs d’e´quilibreM⋆2 = 0.510,
M⋆4 = 0.144 et M
⋆
6 = 0.028, corrige´es par les effets de taille finie.
des angles distribue´s de fac¸on homoge`ne sur le cercle (ceci correspond aux conditions
initiales typiques utilise´es dans [4, 39]). On de´finit les moments successifs de la distri-
bution angulaire
Mk =
∣∣∣∣∣ 1N
∑
j
eikθj
∣∣∣∣∣ . (4.62)
Nous avons repre´sente´ < M2n > (τ), les moyennes temporelles deM2n du temps initial
0 au temps τ , pour n e´gal a` 1, 2 et 3. Les fluctuations temporelles sont donc e´limine´es.
On observe d’abord des effets de taille finie : par exemple, pour le petit syste`me
N = 200, M6 converge vers une valeur plus e´leve´e que M
⋆
6 , la valeur d’e´quilibre a` N
infini.
On observe aussi que M2 atteint rapidement sa valeur d’e´quilibre, quelle que soit la
tailleN du syste`me, alors que le temps de relaxation deM4 etM6 augmente rapidement
avec N (on n’e´tudiera pas plus pre´cise´ment ici cette de´pendance, qui rappelle beau-
coup les phe´nome`nes observe´s dans d’autres mode`les comme le HMF ferromagne´tique,
et qui vont eˆtre e´tudie´s plus pre´cise´ment au chapitre suivant 5).
En conclusion, on s’attend a` ce que pour un grand syste`me, seules certaines car-
acte´ristiques de l’e´quilibre statistique effectif soient observables. Plus pre´cise´ment, on
devrait observer la valeur d’e´quilibre M⋆2 , ainsi que les grandeurs qui lui sont lie´es :
la tempe´rature (voir l’e´quation (4.60), ou la capacite´ calorifique. En revanche, la re-
laxation des moments d’ordre plus e´leve´ est tre`s lente; la distribution des particules
ρ(θ) (de meˆme que la distribution des vitesses) doit donc significativement diffe´rer de
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Figure 4.12: Pre´diction statistique de la valeur de M2 en fonction du rapport E/P
entre l’e´nergie du Hamiltonien effectif et l’invariant adiabatique. La ligne continue
montre la pre´diction analytique, et les cercles correspondent aux re´sultats nume´riques
pour le mode`le complet (4.1).
la Maxwellienne pre´vue par la me´canique statistique d’e´quilibre : on a de´ja` vu que
c’e´tait le cas, sur la figure 4.10.
4.4.2 Comparaison avec le Hamiltonien complet
Nous allons maintenant utiliser l’e´tude pre´ce´dente du Hamiltonien effectif pour com-
prendre la dynamique du mode`le complet de de´part, et expliquer les expe´riences
nume´riques de [4, 39].
Comme on vient de le voir, la valeur du moment M2 dans le mode`le complet
doit eˆtre donne´e par sa valeur d’e´quilibre dans le Hamiltonien effectif. Les condi-
tions initiales utilise´es dans [39] pour la simulation du mode`le original (vitesses nulles,
distribution ale´atoire, quasi homoge`ne des particules) correspondent a` un rapport
E/P =
√
2/2. D’apre`s la figure 4.12, cela donne une valeur d’e´quilibre M∗2 ≃ 0.51;
il est a` noter que cette valeur ne doit pas de´pendre de l’e´nergie par particule dans
le syste`me complet (a` condition que celle-ci reste petite, pour assurer la se´paration
des e´chelles de temps) : tout ceci est en parfait accord avec les re´sultats nume´riques
de [39].
Il est aussi possible d’expliquer maintenant la relation modifie´e T ≃ 1.3e, e´galement
rapporte´e dans [39]. La me´canique statistique standard conduit en effet a` la relation
T = 2e. Cependant, en pre´sence des petites oscillations, il faut revoir l’application
du principe d’e´quipartition de l’e´nergie. L’e´nergie totale du syste`me complet se di-
vise en trois parties : l’e´nergie potentielle des petites oscillations, l’e´nergie cine´tique
des petites oscillations, et l’e´nergie cine´tique du mouvement lent. Les deux premie`res
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Figure 4.13: Comparaison de la distribution de probabilite´ angulaire des particules
ρ(θ) obtenue d’une part avec le Hamiltonien d’origine (4.1) (cercles), d’autre part
avec le Hamiltonien effectif (4.35) (ligne tirete´e). Les courbes ont e´te´ calcule´es pour
N = 103 particules, et sont moyenne´es sur des temps interme´diaires correspondant a`
τ = 103, . . . , 104. L’e´nergie dans le Hamiltonien d’origine est e = 2.5 10−5.
parties sont e´gales en moyenne et forment l’e´nergie potentielle du Hamiltonien effec-
tif; la troisie`me partie est l’e´nergie cine´tique du Hamiltonien effectif. En utilisant ces
remarques, le fait que la tempe´rature du syste`me complet est donne´e par deux fois
l’e´nergie cine´tique du syste`me complet, et la valeur d’e´quilibre M∗2 ≃ 0.51, on obtient
pre´cise´ment T = 1.3e.
Toutes les simulations de [4, 39] sont faites avec des conditions initiales correspondant
pour le Hamiltonien effectif a` un rapport E/P =
√
2/2. On peut choisir des conditions
initiales de fac¸on a` faire varier ce rapport (par exemple en choisissant M2 non nul a`
t = 0), et ainsi tester la validite´ de toute la courbe M∗2 (E/P ). La figure 4.12 montre
que l’accord est excellent pour toutes les conditions initiales teste´es.
En ce qui concerne la distribution angulaire aux temps longs ρ(θ), on a vu au
paragraphe pre´ce´dent qu’il n’e´tait pas possible d’espe´rer la de´crire par la distribution
d’e´quilibre, la Maxwellienne. On peut ne´anmoins essayer d’ame´liorer le re´sultat de
l’e´quation (4.54), en comparant la densite´ ρ(θ) obtenue au temps t par la dynamique
comple`te, avec la densite´ ρeff (θ) obtenue par la dynamique effective au temps τ/ε. Le
re´sultat est montre´ sur la figure 4.13 : les deux densite´s co¨ıncident parfaitement, ce qui
montre que les structures hors e´quilibre de la dynamique comple`te sont parfaitement
de´crites par la dynamique effective.
En conclusion, la description du syste`me a` l’aide du Hamiltonien effectif a e´te´
tre`s fructueuse, et a permis d’expliquer presque toutes les observations nume´riques
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surprenantes des articles [4, 39] : la formation et la re´currence des chevrons aux
temps courts, la stabilisation a` une valeur asymptotique de M2 diffe´rente de la valeur
d’e´quilibre statistique, la distribution de probabilite´ angulaire ρ(θ)... Certains points
ne sont pas totalement e´claircis. Ainsi, toutes les conditions initiales de faible e´nergie
ne conduisent pas a` la formation du double amas : par exemple, si la distribution
initiale des particules est ale´atoire et les vitesses nulles, le double amas se forme; en
revanche, si la distribution initiale est parfaitement homoge`ne et les vitesses ale´atoires,
le double amas ne se forme pas. A` partir de notre analyse, nous pouvons dire que le
double amas se forme de`s que les oscillations rapides sont pre´sentes et prennent une
part extensive de l’e´nergie; ne´anmoins, nous n’avons pas de description pre´cise de cette
classe de conditions initiales. Nous ne savons pas non plus comment se de´stabilise le
double amas lorsque ε se rapproche de 1. Enfin, nous avons laisse´ de coˆte´ le proble`me
du croisement des deux valeurs propres non nulles, parce qu’il n’entrait pas en jeu
dans les cas qui nous occupaient; une e´tude plus de´taille´e de ce sujet (analogue au
croisement de deux niveaux en me´canique quantique) pourrait eˆtre inte´ressante.
4.5 Conclusion
Le mode`le HMF antiferromagne´tique donne un exemple d’un phe´nome`ne ge´ne´ral, que
l’on trouve dans beaucoup de syste`mes physiques : des oscillations tre`s rapides inter-
agissant avec un mouvement lent et modifiant ses proprie´te´s; on peut citer le pendule
de Kapitza, l’interaction des ondes de gravite´ rapides avec le mouvement vortical pour
le mode`le Shallow-Water en rotation [49], ou certains proble`mes de physique des plas-
mas [5]. En outre la dynamique a` N particules du mode`le HMF antiferromagne´tique
peut eˆtre traite´e comple`tement, jusqu’a` obtenir un Hamiltonien effectif pour les degre´s
de liberte´ lents, et cette dynamique effective peut elle-meˆme eˆtre e´tudie´e en de´tail :
c’est la taˆche qu’on aimerait accomplir dans des cas plus complique´s et physiquement
plus inte´ressants. En ce sens, le HMF antiferromagne´tique est un bon mode`le jouet
qui nous permet de mettre en e´vidence l’inte´reˆt de l’approche variationnelle dans la
proce´dure de moyennisation.
Ne´anmoins, il ne semble pas que l’apparition d’oscillations rapides et de deux
e´chelles de temps tre`s bien se´pare´es soit re´ellement ge´ne´rique parmi les syste`mes avec
interactions a` longue porte´e : on trouve ce phe´nome`ne en pre´sence d’interactions
re´pulsives, comme en physique des plasmas par exemple, mais pas pour les syste`mes
auto-gravitants. En revanche, le phe´nome`ne de relaxation lente vers l’e´quilibre a e´te´
observe´ dans un tre`s grand nombre de syste`mes (y compris notre Hamiltonien effectif
(4.35)), et semble eˆtre en un certain sens ge´ne´rique : voir l’introduction de cette
partie II. Toujours dans l’ide´e de disposer de mode`les jouets pour lesquels une analyse
pousse´e est possible, nous allons e´tudier au chapitre suivant ce phe´nome`ne sur le
mode`le HMF ferromagne´tique, qui a de´ja` e´te´ tre`s souvent employe´ a` cet effet dans la
litte´rature.
Chapter 5
Relaxation lente a` l’e´quilibre :
e´tude du mode`le HMF
ferromagne´tique
5.1 Introduction
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Figure 5.1: Mode`le HMF ferromagne´tique. La ligne continue est l’e´tat d’e´quilibre
canonique; la ligne tirete´e verticale indique la position de la transition du deuxie`me or-
dre. Les symboles circulaires sont le re´sultat de simulations de dynamique mole´culaire,
a` partir de conditions initiales hors e´quilibre, pour des temps d’inte´gration assez longs.
Le mode`le HMF ferromagne´tique ne diffe`re du mode`le antiferromagne´tique que par
le signe de la constante de couplage :
H =
∑
j
p2j
2
− 1
2N
∑
i,j
cos (θi − θj); (5.1)
elle est maintenant ne´gative, si bien qu’il est e´nerge´tiquement favorable pour le syste`me
de se “magne´tiser”, c’est a` dire d’avoirM1 =
(∑
eiθj
)
/N non nul (au contraire du cas
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Figure 5.2: L’e´volution temporelle de la magne´tisation M1(t) pour N = 100(1000),
1000(100), 2000(8), 5000(8), 10000(8) et 20000(4) de gauche a droite; entre parenthe`ses
le nombre de re´alisations sur lequel les courbes sont moyenne´es.
antiferromagne´tique). La solution canonique est facile a` calculer [4], et nous avons vu
au paragraphe 2.3.2 que l’ensemble microcanonique lui e´tait e´quivalent. Ne´anmoins,
pour certaines conditions initiales, le syste`me semble ne pas relaxer vers l’e´quilibre,
voir la figure 5.1. Une e´tude plus pre´cise montre que le syste`me relaxe en fait vers
l’e´quilibre, mais de plus en plus lentement a` mesure que le nombre de particules aug-
mente; pour N assez grand, on ne pourra donc pas voir l’approche de l’e´quilibre sur
les simulations. La figure 5.2 illustre ce comportement : la magne´tisation reste ini-
tialement proche de 0, et ne relaxe vers sa valeur d’e´quilibre M1 = |M1| 6= 0 que pour
des temps qui augmentent avec N .
Nous avons introduit au de´but de cette partie II l’e´quation de Vlasov, et sugge´re´ qu’elle
pouvait fournir un e´le´ment d’analyse utile et ge´ne´ral pour comprendre la relaxation
lente et les e´tats quasi stationnaires. Plus pre´cise´ment, suivant les ide´es de relaxations
violente et collisionnelle, on peut s’attendre au sce´nario suivant pour l’e´volution du
syste`me :
1. Le syste`me e´volue d’abord rapidement en suivant a` peu pre`s la dynamique de
Vlasov, donc avec une e´chelle de temps inde´pendante du nombre de particules.
2. Le syste`me reste pie´ge´ au voisinage de l’un des innombrables e´tats stationnaires
stables de l’e´quation de Vlasov (voir section 5.2). Si la the´orie de la relaxation
violente est parfaitement valable, cet e´tat est l’e´quilibre statistique de l’e´quation
de Vlasov; en re´alite´, il ne s’agit pas en ge´ne´ral exactement de cet e´tat d’e´quilibre.
3. Le syste`me e´volue ensuite lentement, sous l’effet des collisions ou, de fac¸on
e´quivalente, des fluctuations autour de cet e´tat stationnaire stable : cette fois-
ci, l’e´chelle de temps de´pend clairement du nombre de particules. Au cours de
cette e´volution lente, on peut supposer que le syste`me se de´place parmi les e´tats
stationnaires stables de l’e´quation de Vlasov.
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4. Enfin, le syste`me atteint un e´tat stationnaire stable de Vlasov particulier : l’e´-
quilibre statistique complet (diffe´rent de l’e´quilibre statistique de l’e´quation de
Vlasov, car les Casimirs ne sont pas conserve´s lors de la relaxation collisionnelle).
Bien suˆr, le syste`me pourrait rester pie´ge´ pour d’autres raisons que les e´tats station-
naires stables invoque´s ici et de´crits dans l’introduction de cette partie II; l’e´tude du
HMF antiferromagne´tique en a donne´ un exemple : le pie´geage re´sulte dans ce cas de
la pre´sence de deux e´chelles de temps bien se´pare´es. Ne´anmoins, en l’absence d’autres
informations, ces e´tats stationnaires stables sont l’hypothe`se la plus naturelle. Nous
allons dans la suite essayer de tester, au moins en partie, ce sce´nario. Cela ne re´sout
bien suˆr pas tous les proble`mes : ainsi, les e´tats stationnaires stables sont tre`s nom-
breux (voir le paragraphe 5.2); comprendre les de´viations a` l’e´quilibre statistique de
Vlasov, c’est a` dire quel e´tat pre´cise´ment choisit le syste`me apre`s la phase de relaxation
violente, est une taˆche difficile. D’autre part, il faudrait aussi savoir comment e´volue
par la suite le syste`me parmi ces e´tats stationnaires de Vlasov. Nous discuterons rapi-
dement ces questions.
Ce proble`me de relaxation lente pour le syste`me HMF a de´ja` suscite´ beaucoup
d’e´tudes : ce mode`le est en effet conside´re´ comme un laboratoire pour tester les ide´es
que l’on espe`re valables de fac¸on plus ge´ne´rale. Ainsi, Latora et al. l’ont e´tudie´ en
de´tail a` partir de conditions initiales particulie`res : toutes les particules sont place´es
au meˆme endroit sur le cercle (soit M1 = 1), et les vitesses sont distribue´es selon une
distribution rectangulaire, dite “water-bag”. L’e´nergie est controˆle´e en faisant varier
la largeur de cette distribution. Ils appellent la zone M1 ≃ 0, visible sur la figure 5.21
e´tat quasi stationnaire, et remarquent que la distribution des vitesses de cet e´tat quasi
stationnaire peut eˆtre fitte´e par une distribution de Tsallis, a` condition de bien choisir
le parame`tre de Tsallis q ainsi qu’une vitesse de coupure pour e´viter une divergence
aux grandes e´nergies [82] : leurs donne´es sont pre´sente´es figure 5.3.
Pour ces auteurs, il s’agit d’un exemple paradigmatique de l’application de la statis-
tique de Tsallis. Le de´bat est actuellement tre`s vif sur le sujet. Montemurro et Zanette
contestent meˆme la notion d’e´tat quasi stationnaire [115] : selon eux, il s’agit d’une
relaxation lente et continue vers l’e´tat d’e´quilibre, pour laquelle on ne peut de´finir au-
cun e´tat quasi stationnaire. Notre but dans cette partie est plutoˆt d’illustrer l’inte´reˆt
et les limites de l’e´quation de Vlasov pour e´tudier ce phe´nome`ne de relaxation lente,
mais nous reviendrons sur cette controverse.
Le plan de ce chapitre est le suivant : nous commenc¸ons par une e´tude de l’e´quation
de Vlasov associe´e au mode`le HMF; en particulier, nous de´crivons tous les e´tats sta-
tionnaires (section 5.2.1), et e´tudions la stabilite´ de toute une classe d’entre eux. Les
me´thodes utilise´es sont ge´ne´rales; la simplicite´ du mode`le HMF permet de pousser
assez loin les calculs analytiques. Nous confrontons ensuite ces re´sultats de stabilite´
valables pour l’e´quation de Vlasov avec des re´sultats nume´riques obtenus pour la dy-
1Pre´cisons que cette figure n’a pas e´te´ obtenue avec les conditions initiales de Latora et al.; a`
l’exception des temps tre`s courts cependant, l’allure de l’e´volution de M1(t) pour les conditions
initiales de Latora et al. est analogue.
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Figure 5.3: Distribution des vitesses (Pdf) pour le mode`le HMF au temps t = 1000,
c’est a` dire apre`s la relaxation violente, et avant la relaxation collisionnelle. L’e´nergie
par particule est 0.69, et les conditions initiales celles de Latora et al. (voir texte). La
distribution d’e´quilibre et le meilleur fit par une distribution de Tsallis sont indique´s.
Cette figure est tire´e de [82].
namique particulaire. Enfin, nous illustrons, de fac¸on nume´rique, les e´tapes 2, 3 et 4 du
sce´nario : approche d’un e´tat stationnaire stable de Vlasov, puis lente e´volution vers
l’e´quilibre, parmi les e´tats stationnaires stables de Vlasov (section 5.3). Cette e´tude du
mode`le HMF a donne´ lieu a` une pre´publication [113]. Finalement, nous introduisons
brie`vement l’approche re´cente de F. Bouchet [27], qui vise a` de´crire analytiquement
cette lente e´volution parmi les e´tats stationnaires stables de Vlasov, taˆche jusqu’ici
hors de porte´e. Nous discutons ensuite ces re´sultats a` la section 5.4 (leur ge´ne´ralite´,
le lien avec les e´tudes sur d’autres mode`les plus re´alistes), et nous revenons sur la
controverse autour de l’utilisation de la statistique de Tsallis dans le mode`le HMF.
5.2 E´tude de l’e´quation de Vlasov associe´e
La premie`re e´tape du sce´nario consiste en une e´volution rapide, sur une e´chelle de
temps inde´pendante du nombre de particules, sous l’effet de la dynamique de Vlasov.
Dans cette section, nous allons essayer de tester cette premie`re phase, ce qui implique
de comprendre un petit peu la dynamique Vlasovienne; nous allons donc commencer
par de´crire les e´tats stationnaires de cette e´quation.
E´crivons l’e´quation de Vlasov dans le cas du mode`le HMF. Les e´quations du mouve-
ment peuvent se mettre sous la forme
dθj
dt
= pj,
dpj
dt
= −Mx sin θj +My cos θj , (5.2)
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avec Mx et My les parties re´elles et imaginaires de la magne´tisation complexe M1.
Pour passer a` la description Vlasovienne, il faut approximer la distribution discre`te
1
N
N∑
j=1
δ (θ − θj (t) , p− pj (t)) (5.3)
par une densite´ continue sur l’espace des phases a` une particule f(θ, p, t). Alors Mx
et My peuvent s’e´crire approximativement en fonction de f :
Mx [f ] ≡
∫
cos(θ)f(θ, p, t)dθdp et My [f ] ≡
∫
sin(θ)f(θ, p, t)dθdp. (5.4)
Dans cette approximation (qui devient exacte dans la limite N →∞, au sens indique´
plus haut), les particules ressentent toutes le meˆme potentiel
V (θ) [f ] = 1−Mx [f ] cos θ −My [f ] sin θ . (5.5)
Dans la suite, nous omettrons de surligner Mx et My pour indiquer l’approximation
continue, lorsqu’aucune confusion ne sera possible. L’e´quation de Vlasov gouvernant
l’e´volution de la densite´ f s’e´crit alors
∂f
∂t
+ p
∂f
∂θ
− dV
dθ
[f ]
∂f
∂p
= 0. (5.6)
Comme explique´ en introduction de cette partie II, l’e´quation de Vlasov he´rite de la
dynamique particulaire la conservation de l’e´nergie et de la quantite´ de mouvement
totales
H [f ] =
∫
p2
2
f(θ, p, t)dθdp− M
2
x +M
2
y
2
et P =
∫
pf(θ, p, t)dθdp, (5.7)
et conserve de plus une infinite´ de nouvelles quantite´s, appele´es Casimirs; ainsi, toutes
les quantite´s de la forme
Cϕ [f ] =
∫
ϕ (f(θ, p, t)) dθdp , (5.8)
pour ϕ une fonction continue quelconque, sont conserve´es.
5.2.1 E´tats stationnaires de l’e´quation de Vlasov
Nous e´tudions dans ce paragraphe les e´tats stationnaires de l’e´quation de Vlasov. Pour
une densite´ f stationnaire, la magne´tisationM1 est constante. Or l’e´quation de Vlasov
a` potentiel V constant est line´aire (voir les e´quations (5.5) et (5.6)); les solutions de
cette e´quation aux de´rive´es partielles line´aire du premier ordre sont alors fournis par la
me´thode des caracte´ristiques; les solutions stationnaires sont les densite´s f constantes
le long des caracte´ristiques de l’e´quation, qui sont les lignes de niveau de l’e´nergie ǫ
ǫ(θ, p) =
p2
2
+ V (θ) =
p2
2
+ 1−Mx cos θ −My sin θ. (5.9)
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Remarquons que l’e´nergie totale donne´e par (5.7) est diffe´rente de la somme de ces
e´nergies individuelles; c’est duˆ au fait que le potentiel V est en fait auto-cohe´rent
et de´pend de f , mais cela ne remet pas en cause la validite´ de la me´thode des car-
acte´ristiques. Les solutions stationnaires de l’e´quation de Vlasov sont donc donne´es
par f (θ, p) = Φ (ǫ (θ, p)), ou` Φ est une fonction quelconque. Le cas particulier
Φ = exp (−βǫ) correspond a` l’e´quilibre statistique.
On peut s’attendre a` ce que ces tre`s nombreux e´tats stationnaires empeˆchent d’une
part l’e´quation de Vlasov d’atteindre son e´tat d’e´quilibre statistique, et d’autre part
soient a` l’origine de la relaxation lente, ou des e´tats quasi stationnaires, observe´s sur
la dynamique particulaire. Nous e´tudions au paragraphe suivant la stabilite´ de ces
e´tats stationnaires.
5.2.2 Stabilite´ des e´tats stationnaires
La me´thode que nous allons employer dans ce paragraphe est tout a` fait ge´ne´rale.
Pour un syste`me dynamique quelconque, tout extremum f0 d’une quantite´ conserve´e
F [f ] est un point stationnaire de la dynamique. De plus, si f0 est un maximum ou un
minimum strict de cette quantite´ conserve´e, f0 est dite formellement stable. Holm et
al. discutent dans la re´fe´rence [61] les diffe´rents types de stabilite´ : stabilite´ spectrale
(les valeurs propres de la dynamique line´arise´e n’ont pas de partie re´elle positive),
stabilite´ line´aire (la dynamique line´arise´e reste confine´e au voisinage du point fixe),
stabilite´ formelle (voir ci-dessus), stabilite´ non line´aire (la dynamique re´elle reste con-
fine´e autour du point fixe). La stabilite´ formelle implique la stabilite´ spectrale et la
stabilite´ line´aire2. Les deux re´ciproques sont fausses : la stabilite´ spectrale n’implique
ni la stabilite´ formelle ni la stabilite´ line´aire, et celle-ci n’implique pas la stabilite´
formelle. Enfin, la stabilite´ formelle n’implique la stabilite´ non line´aire que pour une
dynamique de dimension finie. L’appendice C est consacre´e a` la de´monstration de
quelques re´sultats simples concernant la stabilite´ formelle en dimension finie. Nous al-
lons dans le cas de l’e´quation de Vlasov e´tudier la stabilite´ formelle de diffe´rents e´tats
stationnaires, en utilisant les quantite´s conserve´es pour construire la fonction F [f ]
(e´nergie et Casimirs). C’est une me´thode standard en dynamique des fluides bidi-
mensionnels et en physique des plasmas, qui permet ensuite d’obtenir des re´sultats de
stabilite´ non line´aire [61]. Elle a e´te´ utilise´e par exemple par Kandrup dans le cadre
des syste`mes auto-gravitants [72].
Conside´rons le maximum de la fonctionnelle
F [f ] = Cs [f ]− βH [f ]− µ
∫
f(θ, p, t)dθdp. (5.10)
β et µ sont des parame`tres; H (l’e´nergie (5.7)), Cs (fonctionnelle de Casimir (5.8))
et
∫
f = 1 sont des quantite´s conserve´es par la dynamique, donc aussi F . On pour-
rait aussi ajouter a` la fonctionnelle un terme de´pendant de la quantite´ de mouvement
2en dimension infinie, il faut pre´ciser la norme utilise´e; dans ce cas, on utilise la norme donne´e
par les variations secondes de F autour de f0, qui sont de´finies positives par hypothe`se (ou de´finies
ne´gatives, on prend alors l’oppose´).
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totale, qui est aussi une quantite´ conserve´e : on obtiendrait ainsi des distributions sta-
tionnaires dans des re´fe´rentiels en mouvement; on ne s’inte´resse pas a` ce cas dans la
suite. On suppose aussi que la fonction s qui de´finit le Casimir est strictement concave.
Les points critiques de ces fonctionnelles donne´es par l’e´quation (5.10) fournissent des
e´tats stationnaires de Vlasov. Remarquons que pour s(x) = −x ln x, le premier terme
de F est l’entropie de Boltzmann d’une distribution f , et F est l’oppose´ de la fonction-
nelle d’e´nergie libre. L’e´quilibre statistique apparaˆıt comme un cas particulier parmi
tous les e´tats stationnaires de l’e´quation de Vlasov; cette pre´sentation permet donc
de prouver la stabilite´ dynamique (au moins formelle) de l’e´tat d’e´quilibre statistique,
lorsque celui-ci est un minimum de la fonctionnelle d’e´nergie libre. Lorsque ce n’est
pas le cas (c’est a` dire dans une situation d’ine´quivalence entre les ensembles canon-
ique et microcanonique), l’e´tat d’e´quilibre statistique, maximum d’entropie, est encore
dynamiquement stable, mais il faut employer des arguments plus sophistique´s pour le
prouver [47].
E´crivons les premie`res variations pour f0, point critique de F :
s′ (f0)− β
(
p2/2−
∫
cos (θ − α) f0(α, p, t)dαdp
)
− µ = 0 . (5.11)
Ce qui donne une expression pour f0 :
f0 (θ, p) = Φ (βǫ (θ, p) + µ) , (5.12)
ou` ǫ est donne´ par (5.9) et Φ est l’inverse de la fonction s′ de´rive´e de s. On peut
donc caracte´riser avec cette me´thode toutes les solutions stationnaires de l’e´quation de
Vlasov avec Φ strictement de´croissante. Calculons maintenant les variations secondes
de F pour savoir a` quelle condition f0 est un maximum local :
∆2F [δf, δf ] =
∫
s′′ (f0 (θ, p)) (δf (θ, p))
2 dθdp+ β
(
(Mx [δf ])
2 + (My [δf ])
2) . (5.13)
Comme s est concave, le premier terme est ne´gatif, alors que le second est clairement
positif.
On s’inte´resse dans la suite a` la stabilite´ des e´tats homoge`nes, pour lesquels Mx =
My = 0, et f0 (θ, p) = f0 (p) = Φ (βp
2/2 + µ). On de´compose alors la perturbation en
se´rie de Fourier
δf (θ, p) =
∑
n
cn (p) cos (nθ) + sn (p) sin (nθ) . (5.14)
A` partir de (5.13) et apre`s inte´gration sur θ, on obtient l’expression pour les variations
secondes
∆2F [δf, δf ] =
∫
s′′ (f0 (p))
∑
n>1
(
c2n (p) + s
2
n (p)
)
dp+2G (c1 (p))+ 2G (s1 (p)) , (5.15)
avec
G (c (p)) ≡
∫
s′′ (f0 (p)) c
2 (p) dp+
β
2
(∫
c (p) dp
)2
.
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Les termes mettant en jeu cn et sn pour n > 1 dans (5.15) sont de´finis ne´gatifs
(rappelons que s est concave). Par conse´quent, les variations secondes de F sont
de´finies ne´gatives si et seulement si G est de´finie ne´gative. Pour e´tudier le signe de G,
utilisons l’ine´galite´ de Cauchy-Schwartz
(∫
c (p) dp
)2
=
(∫
c (p)
√−s′′ (f0 (p))√−s′′ (f0 (p)) dp
)2
≤
(∫
s′′ (f0 (p)) c
2 (p) dp
)(∫
1
s′′ (f0 (p))
dp
)
.
(5.16)
Cette ine´galite´ permet de prouver que
G (c (p)) ≤
∫
s′′ (f0 (p)) c
2 (p) dp
(
1 +
β
2
(∫
1
s′′ (f0 (p))
dp
))
.
On pose alors
I[f0] = 1 + β/2
(∫
1/s′′ (f0 (p)) dp
)
. (5.17)
Puisque s′′ est strictement ne´gatif, on conclut que si I[f0] est positif, alors G est ne´gatif
et donc f0 est formellement stable. Inversement, si I[f0] est ne´gatif, il suffit de prendre
comme cas particulier de perturbation c (p) = −1/s′′ (f0 (p)) pour voir que G n’est pas
ne´gatif : nous avons donc un crite`re pour tester la stabilite´ de f0.
On utilise maintenant le fait que s′ (f0 (p)) = βp
2/2 + µ; en de´rivant par rapport a`
p, on trouve β/s′′ (f0 (p)) = f
′
0 (p) /p. Le crite`re de stabilite´ s’e´crit alors sans faire
intervenir s :
I[f0] = 1 +
1
2
∫ ∞
−∞
f ′0(p)
p
dp. (5.18)
Re´sumons; on a prouve´ l’e´quivalence
f0 formellement stable⇐⇒ I[f0] > 0, (5.19)
ce qui fournit un crite`re simple pour tester la stabilite´ de toutes les solutions station-
naires de l’e´quation de Vlasov, avec distribution angulaire homoge`ne. Nous l’appliquons
maintenant sur plusieurs distributions.
Ex. 1 : Commenc¸ons par une distribution gaussienne (c’est a` dire l’e´quilibre statis-
tique de`s que la densite´ d’e´nergie e = E/N est supe´rieure a` ec = 3/4).
fgauss(p) =
√
β
2π
e−βp
2/2.
On obtient alors
I[fgauss] = 1− 1
2
β,
ce qui fournit une tempe´rature critique β∗c = 2 et donc une densite´ d’e´nergie critique
e∗c = 3/4, qui co¨ıncide avec le point de transition du second ordre (Inagaki [64] avait
de´ja` remarque´ ce fait).
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Ex. 2 : Conside´rons maintenant la distribution dite “water bag”
fwaterbag(p) =


0 (p < −p¯)
1/(2p¯) (−p¯ < p < p¯)
0 (p¯ < p)
, (5.20)
avec p¯ =
√
6e− 3. Cette distribution est utilise´e par exemple par [112, 97]; associe´e a`
une distribution angulaire initiale non homoge`ne (tous les θi a` t = 0 sont e´gaux), elle
a e´te´ e´tudie´e en de´tail [82].
On calcule I[fwaterbag] en utilisant
f ′waterbag(p) =
1
2p¯
(δ(p+ p¯)− δ(p− p¯)) . (5.21)
Alors
I[fwaterbag] = 1− 1
2
1
p¯2
,
ce qui fournit la largeur critique de la distribution p¯2c = 1/2. Or la densite´ d’e´nergie
e = E/N ve´rifie e = 〈p2/2〉+(1−M21 )/2 avec 〈p2〉 = p¯2/3. L’e´nergie critique est donc
e∗c =
1
2
+
1
12
.
Cette e´nergie critique est plus faible que le point de transition thermodynamique; en
d’autres termes, pour 7/12 < e < 3/4, la distribution “water bag”, avec magne´tisation
nulle, est stable pour l’e´quation de Vlasov, bien que l’e´quilibre statistique pre´dise
M1 6= 0.
Ex. 3 : Enfin, introduisons a` partir des deux exemples pre´ce´dents une famille de
distributions interpolants entre la gaussienne et la distribution rectangulaire “water
bag” :
fa(p) = (1− a)fwaterbag(p) + afgaussian(p) . (5.22)
Pour 0 ≤ a ≤ 1. L’e´nergie critique pour fa s’obtient par combinaison line´aire des
e´nergies critiques des exemples 1 et 2 (car I est line´aire en f)
U∗c (a) = (1− a)
(
1
2
+
1
12
)
+ a
3
4
=
7
12
+ a
1
6
.
On a donc trouve´ des solutions stationnaires stables de l’e´quation de Vlasov, qui
ne vont relaxer vers l’e´quilibre que sous l’influence des fluctuations de N fini, qui
diffe´rencient la densite´ continue f de la distribution discre`te : il est alors logique
que cette relaxation soit d’autant plus lente que N est grand. Remarquons que ces
re´sultats permettent de comprendre qualitativement la zone d’e´nergie de la figure 5.1
pour laquelle la relaxation vers l’e´quilibre est lente : elle correspond approximative-
ment a` la zone ou` l’e´tat M1 = 0 avec distribution de vitesses “water bag” est stable,
bien que e < ec.
Pour valider ces calculs, nous les comparons maintenant avec les simulations nume´ri-
ques. Les e´quations du mouvement des particules sont inte´gre´es a` l’aide du meilleur
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algorithme symplectique d’ordre 4 [88], et le pas de temps est choisi de telle sorte
que l’erreur relative en e´nergie reste infe´rieure a` 10−7. Les conditions initiales sont :
particules re´parties de fac¸on ale´atoire entre 0 et 2π (donc magne´tisation quasi nulle
M1 ∼ 1/
√
N), et vitesses distribue´es selon la distribution a` tester; le moment to-
tal est fixe´ a` 0. Pour une distribution instable, on s’attend a` une croissance de la
magne´tisation jusqu’a` une valeur finie; pour une distribution stable, on s’attend a` ce
queM1(t) fluctue avec une amplitude d’autant plus petite queN est grand. L’e´volution
temporelle deM1(t) aux temps courts est montre´e figure 5.4, pour une distribution ini-
tiale “water bag” et diffe´rentes e´nergies. Pour tester le crite`re de stabilite´, conside´rons
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Figure 5.4: E´volution temporelle deM1(t) pourN = 1000. Les re´sultats sont moyenne´s
sur 100 re´alisations.
le premier pic de M1(t), visible sur la figure 5.4; la figure 5.5 repre´sente la hauteur de
ce premier pic en fonction de l’e´nergie et de N , pour une distribution initiale “water
bag” : la pre´sence d’une e´nergie critique ec = 7/12 est tre`s claire sur cette figure.
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Figure 5.5: La hauteur du premier pic de la magne´tisation M1(t) en fonction de la
densite´ d’e´nergie e, pour diffe´rentes valeurs de N (102, 103, 104 et 105). Les re´sultats
sont moyenne´s sur 100 re´alisations (20 pour N = 105).
La figure 5.6 teste la validite´ du crite`re de stabilite´ d’une distribution initiale de
vitesses (5.19), pour des distributions mixtes gaussiennes et “water bag”; a = 0 (resp.
a = 1) correspond a` une distribution initiale “water bag” (resp. gaussienne) pure.
Bien que la limite entre stabilite´ et instabilite´, en regardant la hauteur du premier
5.2. E´TUDE DE L’E´QUATION DE VLASOV ASSOCIE´E 129
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8
U
h
(a) a = 0.0
0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8
U
h
(b) a = 0.5
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(c) a = 1.0
Figure 5.6: Meˆme figure que 5.5, pour diffe´rentes distributions initiales.
pic, soit moins nette pour a = 0.5 et a = 1 que dans le cas purement “water bag”,
les re´sultats sont cohe´rents avec la pre´diction the´orique : la hauteur du premier pic
de M1(t) tend vers 0 lorsque N tend vers l’infini, pour e > ec. Pour e < ec, avec e
proche de ec, l’instabilite´ semble tre`s faible : l’analyse line´aire montre en effet (voir
paragraphe suivant et [4, 64]) que le taux de croissance de l’instabilite´ croˆıt comme
(ec − e)1/2 dans le cas “water bag”, et seulement de fac¸on line´aire en (ec − e) dans le
cas gaussien.
5.2.3 Stabilite´ line´aire
La proprie´te´ de stabilite´ formelle que nous avons montre´e est plus forte que la stabilite´
line´aire, et de plus la me´thode est tre`s ge´ne´rale. Ne´anmoins, l’analyse line´aire apporte
une information supple´mentaire : la valeur du taux de croissance de l’instabilite´ dans
le cas instable. Nous calculons ci-dessous ce taux de croissance, dans le cas “water
bag” [4].
Nous line´arisons donc l’e´quation de Vlasov (5.6) autour d’une solution stationnaire
homoge`ne, qui ne de´pend donc que de p, f0(p). La perturbation δf de´pend de (p, θ, t);
l’e´quation line´arise´e pour δf est
∂δf
∂t
+ p
∂δf
∂θ
− (sin θMx[δf ]− cos θMy[δf ]) ∂f
∂p
= 0. (5.23)
Nous de´composons a` nouveau δf en se´rie de Fourier
δf =
∑
n
(cn(p, t) cosnθ + sn(p, t) sinnθ) , (5.24)
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et nous e´crivons l’e´quation d’e´volution de chaque composante :
∂cn
∂t
= −npsn ∀n > 1 (5.25)
∂sn
∂t
= npcn ∀n > 1 (5.26)
∂c1
∂t
= −ps1 − π∂f
∂p
∫
du s1(u) (5.27)
∂s1
∂t
= pc1 + π
∂f
∂p
∫
du c1(u). (5.28)
Il est facile de voir que les composantes avec n > 1 ne peuvent pas eˆtre instables. En
effet, en e´crivant vn = cn+ isn, on a v˙n = ipvn, ou` v˙ indique la de´rive´e temporelle de v.
Les vecteurs propres et valeurs propres (ge´ne´ralise´s) sont donc respectivement toutes
les fonctions δ de Dirac et tous les ip, pour p ∈ R. Nous passons donc maintenant
aux composantes n = 1. Dans le cas “water bag”, la de´rive´e de f fait intervenir des
fonctions δ, si bien que les e´quations pour c1 et s1 deviennent
c˙1 = −ps1 − 1
4p¯
[∫
du s1(u)
] (
δ(p+ p¯)− δ(p− p¯)) (5.29)
s˙1 = pc1 +
1
4p¯
[∫
du c1(u)
] (
δ(p+ p¯)− δ(p− p¯)) . (5.30)
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(a) Courbe M1(t), e´chelle semi logarithmique
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Figure 5.7: (a) CourbeM1(t), en e´chelle semi logarithmique; N = 10
5; moyenne sur 20
re´alisations. (b) Comparaison entre le taux de croissance calcule´ par l’e´quation (5.31)
et le taux de croissance estime´ nume´riquement.
Il s’agit toujours d’un proble`me aux valeurs propres de dimension infinie. Nous
nous restreignons maintenant aux fonctions c1 et s1 combinaisons line´aires de δ(p+ p¯)
et δ(p−p¯) (cet espace vectoriel est stable sous l’action de l’ope´rateur a` diagonaliser). Le
proble`me n’a plus alors que 4 dimensions, et les valeurs propres peuvent eˆtre calcule´es
explicitement en fonction de p¯, c’est a` dire en fonction de l’e´nergie par particule e.
Toutes les valeurs propres sont imaginaires pures si e > 7/12 (on retrouve le seuil
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obtenu plus haut); si e < 7/12, la plus grande valeur propre, qui controˆle le taux de
croissance, est
λ =
√
3.5− 6U. (5.31)
Or la croissance exponentielle de la perturbation entraˆıne la croissance exponentielle
de la magne´tisationM1(t). La figure 5.7a) montre en effet une croissance exponentielle
de M1(t), avec un taux bien de´crit par l’e´quation (5.31) : voir la figure 5.7b).
Re´sumons les enseignements de cette e´tude des e´tats stationnaires de l’e´quation
de Vlasov; ils ont une porte´e plus large que le mode`le jouet HMF, sur lequel nous les
avons illustre´s (nous reviendrons sur ce point a` la section 5.4) :
• On connaˆıt les e´tats stationnaires de l’e´quation de Vlasov : ce sont les distri-
butions sur l’espace (θ, p) qui ne de´pendent que de l’e´nergie ǫ (5.9). On peut
les caracte´riser comme points critiques de fonctionnelles construites a` partir des
quantite´s conserve´es du syste`me, en incluant les Casimirs. Le cas particulier
de l’e´quilibre statistique collisionnel correspond a` un point critique de la fonc-
tionnelle e´nergie libre, qui est aussi construite a` partir des Casimirs. L’e´quilibre
statistique de l’e´quation de Vlasov est un autre cas particulier.
• La stabilite´ de ces e´tats stationnaires peut eˆtre e´tudie´e en conside´rant les varia-
tions secondes de ces fonctionnelles. Dans le cas du mode`le HMF, nous avons pu
de´terminer de cette fac¸on un crite`re simple de stabilite´ pour toutes les solutions
stationnaires homoge`nes de Vlasov.
• La pre´sence de ces tre`s nombreux e´tats stationnaires stables de l’e´quation de
Vlasov donne une explication a` la relaxation tre`s lente vers l’e´quilibre de la
dynamique particulaire, pour certaines conditions initiales.
5.3 Convergence vers un e´tat stationnaire de l’e´-
quation de Vlasov
Lorsque la condition initiale ne correspond pas a` une solution stationnaire stable de
Vlasov (par exemple une distribution “water bag” d’e´nergie infe´rieure a` 7/12), il est
naturel de penser que le syste`me se rapprochera d’une solution stationnaire stable,
apre`s une pe´riode d’e´volution rapide sous l’effet de la dynamique de Vlasov (e´tape
2 du sce´nario de la section 5.1). Nous testons maintenant nume´riquement cette hy-
pothe`se.
On a vu qu’une distribution sur l’espace des phases f(θ, p) est stationnaire pour
l’e´quation de Vlasov si elle ne de´pend que de l’e´nergie ǫ (5.9) de chaque particule.
On peut donc imaginer une proce´dure pour tester la stationnarite´ : diviser l’espace
des phases (θ, p) en petites boˆıtes, chacune correspondant a` une e´nergie ǫ a` ∆ǫ pre`s;
compter le nombre de particules nb dans chaque boˆıte; mettre un point pour chaque
boˆıte sur un graphe (ǫ, nb); si les points obtenus se distribuent sur une courbe unidimen-
sionnelle, la densite´ f(θ, p) s’e´crit sous la forme f = Φ(ǫ(θ, p)), et f est stationnaire;
si en revanche les points se distribuent en deux dimensions, f n’est pas stationnaire.
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Malheureusement, cette proce´dure ne´cessite une statistique tre`s pre´cise dans un espace
des phases a` deux dimensions, si bien qu’elle n’est pas utilisable en pratique. Nous
allons donc utiliser des tests de stationnarite´ plus simples, bien qu’a priori moins pre´cis
(ce ne sont que des conditions ne´cessaires de stabilite´, pas suffisantes).
5.3.1 Deux conditions ne´cessaires de stationnarite´
Moments de la distribution d’e´nergie - Test I Conside´rons par exemple une
distribution f et la distribution associe´e des e´nergies individuelles des particules (5.9)
Φ(ǫ, t). Si f est stationnaire, Φ l’est aussi, ainsi que tous ses moments
σk(t) = 〈ǫkΦ(ǫ)〉, k = 1, 2, . . . (5.32)
Lorsque donc l’un des dσk/dt est non nul, la distribution correspondante est non
stationnaire. Ces moments σk sont faciles a` calculer a` partir des positions et vitesses
des N particules; on appellera dans la suite ce test “test I”. Notons aussi qu’il serait
valable pour toute autre e´quation de Vlasov.
Syme´trie de la distribution f - Test II Si l’on conside`re une distribution sta-
tionnaire f , on peut supposer sans perte de ge´ne´ralite´, que la partie imaginaire de
la magne´tisation My est nulle. Alors, d’apre`s (5.9), ǫ(θ, p) est paire par rapport a` θ,
ce qui implique que f l’est aussi. On peut fonder sur cette remarque un autre test
de stationnarite´, qui ne ne´cessite pas d’e´chantillonage de l’espace des phases a` deux
dimensions. En effet, cette parite´ implique la parite´ de la fonction de distribution
inte´gre´e
f˜(θ, t) ≡
∫
f(θ, p, t)dp = f˜(−θ, t). (5.33)
Malheureusement, la distribution inte´gre´e sur p peut eˆtre paire sans que la distri-
bution f le soit; un exemple typique est donne´ par la figure 5.8. Pour mieux conserver
l’asyme´trie de la distribution et donc ame´liorer le test, on restreint l’inte´gration aux
p < 0, ou aux p > 0 :
f˜+(θ, t) =
∫
p>0
f(θ, p, t)dp, f˜−(θ, t) =
∫
p<0
f(θ, p, t)dp. (5.34)
Alors, sur l’exemple de la figure 5.8, f± restent asyme´triques. Pour quantifier l’asy-
me´trie, on introduit alors les deux quantite´s
A+(t) =
∫
[f˜+(θ, t)− f˜+(−θ, t)]2dθ =
∫
dθ
∫
p>0
dp [f(θ, p, t)− f(−θ, p, t)]2, (5.35)
A−(t) =
∫
[f˜−(θ, t)− f˜−(−θ, t)]2dθ =
∫
dθ
∫
p<0
dp [f(θ, p, t)− f(−θ, p, t)]2, (5.36)
et on e´tudie l’e´volution de A±(t)/A(t), ou` A(t) est
A(t) =
∫
dθ
[∫
dp f(θ, p, t)− f(−θ,−p, t)
]2
. (5.37)
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Figure 5.8: Exemples de distributions f(θ, p, t) asyme´trique (a) et syme´trique (b).
(c) et (d) pre´sentent les distributions inte´gre´es f˜(θ, t) (courbe du milieu), f˜+(θ, t) (a`
gauche) et f˜−(θ, t) (a` droite), pour les distributions des figures (a) et (b). Les trois
courbes sont presque identiques sur la figure (d). N = 104, U = 0.63, a = 1.0; les
donne´es sont moyenne´es sur 103 re´alisations. t = 10 pour les figures (a) et (c), et
t = 102 pour les figures (b) et (d).
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On e´tudie dans la suite des conditions initiales qui ve´rifient
f(θ, p, t = 0) = f(−θ,−p, t− 0) ; (5.38)
cette syme´trie est conserve´e par la dynamique et donc valable pour tout temps t. La
quantite´ A(t) est donc toujours tre`s petite, non nulle du fait des effets de statistique
finie et des erreurs nume´riques. Les quantite´s A± en revanche sont tre`s petites pour
une distribution stationnaire, et pas ne´cessairement pour une distribution quelconque.
Pour une distribution non stationnaire, on peut donc s’attendre a` ce que A±/A prenne
des valeurs tre`s grandes. Nous appellerons dans le suite ce test “test II”.
5.3.2 Tests nume´riques
Nous utilisons maintenant les deux tests pre´sente´s ci-dessus pour ve´rifier le sce´nario :
la dynamique particulaire doit vite se rapprocher d’une distribution Vlasov-stable.
La figure 5.9 pre´sente les re´sultats des tests I et II pour des conditions initiales de
type “water bag” (avec distribution initialement homoge`ne des particules). Lorsque la
condition initiale est Vlasov-instable, comme pour la figure a), les deux tests prennent
des valeurs nettement diffe´rentes de 0 jusqu’a` t ≃ 80, ce qui correspond a` la zone ou`
M1 croˆıt rapidement ou oscille beaucoup, puis des valeurs quasi nulles. Bien qu’il ne
s’agisse que de conditions suffisantes de stationnarite´, il est tentant de conclure que
toute l’e´volution ulte´rieure s’effectue parmi les e´tats stationnaires stables de Vlasov.
La figure b) permet la comparaison avec une condition initiale Vlasov-stable (toujours
“water bag” et distribution spatiale initiale homoge`ne, mais de plus haute e´nergie). Si
l’on excepte les petites oscillations du test I aux temps courts, qui disparaissent prob-
ablement lorsque N tend vers l’infini, les re´sultats sont a` nouveau compatibles avec
une e´volution parmi les e´tats stationnaires stables de Vlasov, conforme´ment au point
3 du sce´nario de l’introduction. La figure 5.10 pre´sente les meˆmes calculs nume´riques,
cette fois-ci pour une condition initiale gaussienne (et toujours une distribution ini-
tialement homoge`ne des particules). Les re´sultats sont a` nouveau compatibles avec les
points 2 et 3 du sce´nario : convergence rapide vers un e´tat Vlasov-stable, puis lente
e´volution parmi ces e´tats. Ne´anmoins, pour e = 0.69, c’est a` dire assez proche du seuil
de stabilite´ e = 0.75, la zone non stationnaire est peu visible.
Nous avons jusqu’ici utilise´ des conditions initiales correspondant a` un e´tat station-
naire de Vlasov, stable ou instable. La figure 5.11 illustre le cas de conditions initiales
qui ne sont pas un e´tat stationnaire de Vlasov : toutes les particules sont initialement
au meˆme point (doncM1(0) = 1), avec une distribution de vitesse “water bag” (ce sont
les conditions initiales couramment utilise´s par Latora et al. [82]). La` encore, apre`s
l’e´volution violente des temps courts, les deux tests prennent des valeurs quasi nulles,
et il est tentant de conclure que la distribution est Vlasov stable dans toute la suite
de l’e´volution. En fait, la situation est probablement un petit peu plus complique´e.
En effet, la condition initiale utilise´e est unidimensionnelle dans l’espace des phases
(p, θ) (toutes les particules ont le meˆme angle initial). Cette ligne initiale se de´forme
et se distend jusqu’a` devenir “bidimensionnelle”, comme doivent l’eˆtre les solutions
stationnaires (re´gulie`res) de Vlasov, mais certaines petites portions restent cohe´rentes
et quasi unidimensionnelles pour des temps assez longs [48, 97]. Pour ces conditions
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Figure 5.9: Tests de non stationnarite´ pour une distribution initiale des vitesses “water
bag”; N = 103 particules, 100 re´alisations. Noter l’e´chelle logarithmique pour les
temps. La figure (a) (resp. (b)) montre l’e´volution temporelle de la magne´tisation
M1(t) (croix), le test I, d 〈e〉 /dt (carre´s blancs), et le test II, A+(t)/A(t) (carre´s noirs),
pour une e´nergie par particule e = 0.55 (resp. e = 0.69). Les quantite´s d 〈ej〉 /dt
(resp. A±(t)/A(t)) sont multiplie´es par un facteur 10 (resp. 10
−2) pour des raisons
graphiques. La ligne horizontale repre´sente la valeur d’e´quilibre de la magne´tisation.
initiales singulie`res, le sce´nario sugge´re´ n’est donc pas tout a` fait correct. Nous revien-
drons dans la discussion 5.4 sur ce point, qui est important pour faire le lien avec les
nombreuses e´tudes de Latora et al.
Il ressort de ces tests que, pour la plupart des conditions initiales utilise´es, et
probablement pour toutes les conditions initiales “bidimensionnelles”, les points 2 et 3
du sce´nario sont confirme´s. Il est inte´ressant de remarquer que A. Taruya [106] obtient
des re´sultats concordants, obtenus sur des simulations nume´riques pre´cises de syste`mes
auto-gravitants en trois dimensions : apre`s une relaxation rapide, l’e´volution peut eˆtre
parame´tre´e par une e´volution parmi les e´tats stationnaires stables de l’e´quation de
Vlasov correspondant; le syste`me s’approche finalement de l’e´quilibre statistique.
Bien suˆr, deux points importants restent dans l’ombre : d’une part quel est l’e´tat
stationnaire de Vlasov “choisi” par la relaxation violente, et d’autre part la dynamique
pre´cise qui re´git la lente e´volution parmi les e´tats stationnaires de Vlasov est a` priori
difficile a` connaˆıtre. Au paragraphe suivant, nous l’e´tudions nume´riquement, puis nous
introduisons rapidement une approche analytique tre`s re´cente de ce proble`me, due a`
F. Bouchet.
5.3.3 E´tude nume´rique de l’e´volution lente
La figure 5.12 illustre la lente convergence des distributions angulaires et des vitesses
vers l’e´tat d’e´quilibre statistique. Pour e = 0.55, la condition initiale est instable, et
l’e´volution est rapide entre t = 1 et t = 10; elle e´volue ensuite tre`s lentement jusqu’a`
l’e´quilibre, atteint pour t ∼ 105. Pour e = 0.69, la condition initiale est stable; la
dynamique est donc lente de`s le de´part, et l’e´quilibre est atteint aussi pour t ∼ 105.
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Figure 5.10: Meˆmes courbes que sur les figures 5.9, mais pour une condition initiale
gaussienne.
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Figure 5.11: Meˆmes courbes que sur les figures 5.9, mais avec une condition initiale
“water bag” pour les moments pj , et toutes les particules au meˆme point : θj = 0,
pour tout j (donc M1(0) = 1). Les quantite´s A±(t)/A(t) sont multiplie´es par 10
−4
pour des raisons graphiques.
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Figure 5.12: E´volution temporelle de la distribution f(θ, t) pour une distribution ini-
tiale des vitesses de type “water bag”; N = 1000, et les courbes sont moyenne´es sur
100 re´alisations. Sont indique´es pour U = 0.55 (a) et U = 0.69 (b) les distributions
aux temps t = 1 (croix), t = 10 (carre´ blanc), t = 104 (carre´ noir), t = 105 (cercle
blanc). La ligne continue repre´sente la distribution d’e´quilibre ∝ exp (Meq1 cos θ/T ).
Bien que la dynamique soit lente, et la magne´tisationM1 parfois “gele´e” hors e´quilibre,
il semble que l’e´volution du syste`me, c’est a` dire la de´formation de la densite´ Φ(ǫ)
soit continue : il est alors difficile de de´finir un e´tat quasi stationnaire. C’est aussi
la conclusion a` laquelle arrivent Montemurro et Zanette [115] (ainsi d’ailleurs que
Taruya [106]).
Nous nous inte´ressons pour terminer aux e´chelles de temps mises en jeu. Nous
avons dit a` plusieurs reprises que le temps de relaxation, donc la dure´e de vie des
e´tats hors e´quilibre, augmente avec le nombre de particules du syste`me. En pratique,
il est bien suˆr important de savoir plus pre´cise´ment quelle est cette de´pendance, pour
savoir dans quelle re´gime se trouve un syste`me donne´. L’astrophysique fournit un bon
exemple : on pense en effet que la structure des galaxies vient plutoˆt de la relaxation
violente, tandis que la relaxation collisionnelle et donc le ve´ritable e´quilibre statistique
pourrait jouer un roˆle pour les amas globulaires, plus petits.
Pour le mode`le HMF, le the´ore`me de Braun et Hepp dit que la dynamique de Vlasov
et la dynamique particulaire restent proches sur un temps d’ordre lnN ; on pourrait
donc a priori estimer un premier temps de relaxation trel ∼ lnN . En fait, une fois
que le syste`me est pie´ge´ par un e´tat stationnaire de Vlasov, il y reste pour des temps
beaucoup plus longs : il n’est de´stabilise´ que par les fluctuations de N fini, ce qui
pourrait cette fois faire penser a` un temps de relaxation en trel ∼ N1/2. Un cal-
cul analytique re´cent de F. Bouchet portant sur les fluctuations dynamiques autour
de l’e´quilibre [27] sugge`re en fait que ces fluctuations n’agissent que sur un temps
d’ordre N (le calcul de Bouchet n’est valable a priori qu’autour de l’e´quilibre, mais
il pourrait se ge´ne´raliser a` des situations hors e´quilibre). Ce temps trel ∼ N est ef-
fectivement celui obtenu nume´riquement par Latora et collaborateurs pour la dure´e
de vie de “l’e´tat quasi stationnaire” [82] (ils ne pre´cisent pas comment exactement ce
temps est obtenu). Cependant, Zanette et Montemurro [115], avec pourtant les meˆmes
conditions initiales, montrent que M1(t) atteint un minimum avant de remonter vers
